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AVERTISSEMENT

Les  Geometres  du  siecle  passe  se  sont  beaucoup  occupes  de  r Analyse

indeterminee,  qu'on  appelle  vulgairement  Analyse  de  DIOPHANTE\  mais  il  n'y

a proprement  que Messieurs  BACHET et  FERMAT  qui  aient  ajoute  quelque  chose

a  ce  que  DIOPHANTE  lui­meme  nous  a  laisse  sur  cette  matiere.

On  doit  sur­tout  au  premier  une  Methode  complette  pour  resoudre  en

nombres  entiers  tous  les  problemes  indetermines  du  premier  degre;*)  le  se­

cond  est  TAuteur  de  quelques  Methodes  pour  la  resolution  des  equations  in­

determinees  qui  passent  le  second  degre;**)  de  la  Methode  singuliere,  par

laquelle  on  demontre  qu'il  est  impossible  que  la  somme  ou  la  difference  de

deux  carres­carres,  puisse  jamais  etre  un  carre;f)  de  la  solution  d'un

grand  nombre  de  problemes  trfes­difficiles  et  de  plusieurs  beaux  theoremes

sur  les  nombres  entiers,  qu'il  a  laisses  sans  demonstration,  mais  dont  la

plupart  ont  ete  ensuite  demontres  par  Mr.  EULER  dans  les  Commentaires

de  Petersbourg.fi)

*)  Voyez  plus bas  le  paragraphe  III.  Au  reste,  je  ne  parle  point  ici  de  son  Commenlaire

sur  DIOPHANTE,  parce que  cet Ouvrage,  excellent  dans  son  genre,  ne  renferme  a  proprement parier
aucune  decouverte.

**)  Ce  sont  celles  qui  sont  exposees  dans  les  chapitres  8,  9  et  10  du  Traite  precedent.
Le  P.  BILLI  les  a  recueillies dans  differens  ecrits  de  M. FERMAT,  et  les  a  publiees  a  la  tete  de  la
nouvelle  edition  de  DIOPHANTE,  donnee  par  M.  FERMAT  le  fils.

•j")  Cette  methode  est  detaillee  dans  le  chapit.  13  du  Traite  precedent­  on  en  trouve  les
principes  dans  la  Eemarque  de  M.  FERMAT,  qui  est  apres  la  Question  XXVI  du  Livre VI  de
DIOPHANTE.

ff)  Les  problemes  et  les  theoremes  dont  nous  parlons,  sont  repandus  dans  les  Eemarques  de
M.  FERMAT  sur  les  Questions  de  DIOPHANTE,  et  dans  ses  Lettres  imprimees  dans  les  Opera  Mathe­

maüca,  etc. et  dans  le  second  volume  des  (Euvres  de  WALLIS.

On trouvera aussi dans les Memoires de  TAcademie deBerl in , pour les annees 1770 et suiv.
les  demonstrations  de  quelques  theoremes  de  cet  Auteur, qui  n'avoient  pas  encore  ete  demontres.
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Cette  branche  de  T Analyse  a  ete  presque  abandonnee  dans  ce  siecle;  et

si  on en  excepte  Mr.  EULER,  je  ne  connois personne  qui  s'y  soit  applique;  mais

les  belies  et  nombreuses  decouvertes  que  ce  grand  Geometre  y  a  faites,  nous

ont  bien  dedommage  de  Tespece  d'indifference  que  les  autres  Greometres

paroissent  avoir  eue  jusqu'ici  pour  ces  sortes  de  recherches.  Les Commen­

taires  de  Petersbourg  sont  pleins  des  travaux  de  Mr.  EULER  dans  ce genre,

et  TOuvrage  qu'il  vient  de  donner  est  un  nouveau  service  qu'il  rend  aux

Amateurs  de  r Analyse  de  DIOPHANTE.  On n'avoit  point  encore  d'Ouvrage  oü

cette  science  füt  traitee  d'une  maniere  methodique,  et  qui  renfermät  et

expliquät  clairement  les  principales  regles  connues  jusqu'ici  pour  la  solution

des  problemes  indetermines.  Le  Traite  precedent  reunit  ce  double  avantage;

mais  pour  le  rendre  encore  plus  complet,  j'ai  cru  devoir  y  faire  plusieurs

additions  dont  je  vais  rendre  compte  en  peu  de  mots.

La  theorie  des  fractions  continues  est  une  des  plus  utiles  de  rArithme­

tique,  oü  eile  sert  a  resoudre  avec  facilite  des  problemes  qui,  sans  son  se­

cours,  seroient  presqu'intraitables;  mais  eile  est  d'un  plus  grand  usage encore

dans  la  solution  des  problemes  indetermines,  lorsqu'on  ne  demande  que  des

nombres  entiers.  Cette  raison  m'a  engage  ä  exposer  cette  theorie  avec toute

Tetendue  necessaire  pour  la  faire  bien  entendre;  comme  eile  manque dans les

principaux  Ouvrages d'Arithmetique et  d'Algebre,  eile  doit  etre  peu  connue des

Greometres;  je  serai  satisfait,  si  je  puis  contribuer  a  la  leur  rendre  un  peu

plus  familiere.  A  la  suite  de  cette  theorie  qui  occupe  le  § I,  viennent  dif­

ferens  problemes  curieux  et  entierement  nouveaux,  qui  dependent  a  la  verite

de  la  meme  theorie,  mais  que  j'ai  cru  devoir  traiter  d'une  maniere  directe,

pour  en  rendre  la  solution  plus  interessante;  on y  remarquera  principalement

une  methode  tres­simple  et  tres­facile  pour  reduire  en  fractions continues  les

racines  des  equations  du  second  degre,  et  une  demonstration  rigoureuse  que

ces  fractions  doivent  toujours  etre  necessairement  periodiques.

Les  autres  Additions  concernent  sur­tout  la  resolution  des  equations  in­

determinees  du  premier  et  du  second  degre;  je  donne  pour  celles­ci  des

methodes  generales  et  nouvelles,  tant  pour  le  cas  oü  Ton  ne  demande  que

des  nombres  rationnels,  que  pour  celui  oü  Ton  exige  que  les  nombres  eher­
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ches  soient  entiers;  et  je  traite  d'ailleurs  quelques  autres  matieres  impor­

tantes  et  relatives  au  meine  objet.
Enfin  le  dernier  paragraphe  renferme  des  recherches  sur  les  fonctions

qui  ont  la  propriete,  que  le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  fonctions

semblables,  est  aussi  une  fonction  semblable;  j'y  donne  une  methode  gene­

rale  pour  trouver  ces  sortes  de  fonctions,  et  j'en  fais  voir  l'usage  pour  la

resolution  de  differens  problemes  indetermines,  sur  lesquels  les  methodes

connues  n'auroient  aucune  prise.

Tels  sont  les  principaux  objets  de  ces  Additions,  auxquelles  j'aurois  pu

donner  beaucoup  plus  d'etendue,  si  je  n'avois  craint  de  passer  de  justes

bornes;  je  souhaite  que  les  matieres  que j'y  ai  traitees  puissent  meriter  l'at­

tention  des  Greometres,  et  reveiller  leur  goüt  pour  une  partie  de  l'Analyse,

qui  me  paroit  trfes­digne  d'exercer  leur  sagacite.

LBONHARDI  EULERI  Opera  omnia  Ii  Algebra  64





PARAGRAPHE  I

SÜE  LES  FRACTIONS  CONTINÜES

1.  Comme  la  theorie  des  Fractions  continues  manque  dans  les  livres
ordinaires  d'Arithmetique  et  d'Algebre,  et  que  par  cette  raison  eile  doit  etre
peu  connue  des  Geometres,  nous  croyons  devoir  commencer  ces  Additions
par  une  exposition  abregee  de  cette  theorie,  dont  nous  aurons  souvent  lieu
de  faire  Tapplication  dans  la  suite.

On  appelle  en  general  fraction  continue  toute  expression  de  cette  forme,

7  ~*~  d +,  etc.

oü  les  quantites  a,  /?, y,  <J,  etc.  et  &,  c, d, etc.  sont  des nombres entiers positifs
ou  negatifs;  mais  nous  ne  considererons  ici  que  les  fractions  continues,  oü
les  numerateurs  &,  c, d, etc.  sont  egaux  k  Tunite,  c'est­k­dire  celles  qui  sont
de  la  forme

"+?+i+i7  "*"  d +,  etc.

a> A  7>  e^c­  ötant  d'ailleurs  des  nombres  quelconques  entiers  positifs  ou nega­
tifs;  car  celles­ci  sont,  ä  proprement  parier,  les  seules  qui  soient  d'un  grand
usage  dans  TAnalyse,  les  autres  n'etant  presque  que  de  pure  curiosite.

2.  Milord BKOUNCKER  est,  je  crois,  le premier  qui  ait  imagine  les  fractions
continues;  on  connoit  celle  qu'il  a  trouvee  pour  exprimer  le rapport  du  carre
circonscrit  k  Taire  du  cercle,  et  qui  est

2 +,  etc.
64*
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Mais  on  ignore  le  chemin  qui Ty a conduit.  On trouve seulement dans  YArith­
metica  infinitorum  quelques  recherches  sur  ce  sujet,  dans  lesquelles  WALLIS  de­
montre  d'une  maniere  assez  indirecte,  quoique  fort  ingenieuse,  Fidentite  de
Texpression  de  BROUNCKER avec la  sienne,  qui  est,  comme Ton sait, 2  4  4  6 . 6  ?
il  y  donne  aussi  la  methode  de  reduire  en  general  toutes  sortes  de  fractions
continues  k  des  fractions  ordinaires.  Au  reste,  il  ne  paroit  pas  que  Tun  ou
Tautre  de  ces  deux  grands  Geometres  ait  connu  les  principales  proprietes  et
les  avantages  singuliers  des  fractions  continues;  nous  verrons  ci­aprfes  que  la
decouverte  en  est  principalement  due  k  HUYGHENS.

3.  Les  fractions  continues  se  presentent  naturellement  toutes  les  fois
qu'il s'agit  d'exprimer en nombres des quantites fractionnaires  ou  irrationnelles.
En  effet,  supposons  qu'on  ait  a  evaluer  une  quantite  quelconque  donnee  a,
qui  ne  soit  pas  exprimable  par  un  nombre  entier;  la  voie  la  plus  simple  est
de  commencer  par  chercher  le  nombre  entier  qui  sera  le  plus  proche  de  la
valeur  de  a,  et  qui  n'en  differera  que  par  une  fraction  moindre  que  Turnte.
Soit  ce  nombre  a,  et  Ton  aura  a — a  egal  a  une  fraction  plus  petite  que
Tunite;  de  sorte  que ̂ ^  sera  au  contraire  un  nombre plus grand que Tunite;
soit  donc ^r^ =  &,  et  comme b  doit  etre  un  nombre  plus  grand  que Tunite,
on  pourra  chercher  de  meme  le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  la
valeur  de  6;  et  ce  nombre  etant  nomme  ß,  on  aura  de  nouveau  b — ß  egal
a  une  fraction  plus  petite  que  Tunite,  et  par  consequent  ^^g  sera  egal  a
une  quantite  plus  grande  que  l'unite,  qu'on  pourra  designer  par  c;  ainsi,
pour  evaluer  c,  il  n'y  aura  qu'k  chercher  pareillement  le  nombre  entier  le
plus  proche  de  c,  lequel  etant  designe  par  y,  on  aura  c — y  egal  k  une
quantite  plus  petite  que  Turnte,  et  par  consequent  ^—  sera  egal  k  une
quantite  d  plus  grande  que  Tunite,  et  ainsi  de  suite.  Par  ce  moyen  il  est
clair  qu'on  doit  epuiser  peu  k  peu  la  valeur  de  a,  et  cela  de  la  maniere  la
plus  simple  et  la  plus  prompte  qu'il  est  possible,  puisqu'on  n'emploie  que
des  nombres  entiers  dont  chacun  approche,  autant  qu'il  est  possible,  de  la
valeur  cherchee.

Maintenant,  puisque  ^r^ = &,  on  aura  a — « =  y>  e t a =  « + ~;  de

meme,  a  cause  de  ^—­ — c,  on  aura  6 = /?­)­y;  et,  a  cause  de  ^7­ = ^,

on  aura  pareillement  C = J/ +  ^?  e^  ainsi  de suite;  de sorte  qu'en  substituant

successivement  ces  valeurs,  on  aura
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a = a­f  — ,

et  en  general

"t"  d +,  etc.

II  est  bon  de  remarquer  ici  que  les  nombres  a,  ß,  y,  etc.  qui  represen­
tent,  comme  nous  venons  de  le  voir,  les  valeurs  entieres  approchees  des
quantites  a,  6,  c,  etc.  peuvent  etre  pris  chacun  de  deux  manieres  differentes,
puisqu'on  peut  prendre  egalement,  pour  la  valeur  entiere  approchee  d'une
quantite  donnee,  Tun  ou  Tautre  des  deux  nombres  entiers,  entre  lesquels  se
trouve  cette  quantite;  il  j  a  cependant  une  difference  essentielle  entre  ces
deux  manieres  de  prendre  les  valeurs  approchees  par  rapport  a  la  fraction
continue  qui  en  resulte;  car  si  on  prend  toujours  les  valeurs approchees plus
petites  que  les veritables,  les  denominateurs  /?, y, $,  etc.  seront  tous  positifs;
au  lieu  qu'ils  seront  tous  negatifs,  si  on  prend  les  valeurs  approchees  toutes
plus  grandes  que  les  veritables,  et  ils  seront  en  partie  positifs  et  en  partie
negatifs,  si  les  valeurs  approchees  sont  prises  tantöt  trop  petites  et  tantöt
trop  grandes.

En  elf et,  si  a  est  plus  petit  que  a,  a — a  sera  une  quantite  positive;
donc  6  sera  positif ,  et  ß  le  sera  aussi;  au  contraire  a — a  sera  negatif,
si  a  est  plus  grand  que  a;  donc  b  sera  negatif,  et  ß  le  sera  aussi.  De
meme  si  ß  est  plus  petit  que  &,  6 — ß  sera  toujours  une  quantite  positive;
donc  c  le  sera  aussi,  et  par  consequent  aussi  y\  mais  si  ß  est  plus  grand
que  &,  l — ß  sera  une  quantite  negative;  de  sorte  que  c,  et  par  consequent
aussi  y,  seront  negatifs,  et  ainsi  de  suite.

Au  reste,  lorsqu'il  s'agit  de  quantites  negatives,  j'entends  par  quantites
plus  petites  celles  qui,  prises positivement,  seroient  plus grandes;  nous aurons
cependant  quelquefois  dans  la  suite  occasion  de  comparer  entr'elles  des quan­
tites  purement  par  rapport  k  leur  grandeur  absolue;  mais  nous  aurons  soin
d'avertir  alors  qu'il  faudra  faire  abstraction  des  signes.

Je  dois  remarquer  encore  que  si,  parmi  les  quantites  &,  c, d,  etc.,  il  s'en
trouve  une  qui  soit  egale  ä  un  nombre  entier,  alors  la  fraction  continue  sera
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terminee,  parce  qu'on  pourra  y  conserver  cette  quantite  meme;  par  exemple,
si  c  est  im  nombre  entier,  la  fraction  continue qui donne la  valeur  de a,  sera

7+lr  '  c.

En  effet,  il  est  clair  qu'il  faudroit  prendre  y =  c,  ce  qui  donneroit
1  1

d =  ­^^ =  ­g­ =  oo, et  par  consequent  d = oo;  de  sorte  que  Ton  auroit

oo

les  termes  suivans  evanouissant  vis­k­vis  de  la  quantite  infinie  oo;  or

= 0;  donc  on  aura  simplement

Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la  quantite  a  sera  commensurable,
c'est­k­dire  qu'elle  sera  exprimee  par  une  fraction  rationnelle;  mais  lorsque  a
sera  une  quantite  irrationnelle  ou  transcendante,  alors  la  fraction  continue
ira  necessairement  k  l'infini.

4.  Supposons  que  la  quantite  a  soit  une  fraction  ordinaire ^,  A  et  B

etant  des  nombres  entiers  donnes;  il  est  d'abord  evident  que  le  nombre

entier  «  qui  approchera  le  plus  de ^,  sera  le  quotient  de  la  division  de  A

par  B\  ainsi  supposant  la  division  faite  k  la  maniere  ordinaire,  et  nommant
A C J3

a  le  quotient  et  G le  reste,  on  aura  ­^ — a =^5  donc  & =  ^­;  pour  avoir de

meme  la  valeur  entiere  approchee ß  de  la  fraction  ­^,  il n'y aura  qu'a diviser

B  par  C,  et  prendre  pour ß  le  quotient  de  cette  division;  alors  nommant  D
D  Cle  reste,  on  aura  b — ß =  —9  et  par  consequent  c = ^;  on  continuera  donc

k  diviser  C par  D,  et  le  quotient  sera  la  valeur  du  nombre  y,  et  ainsi  de
suite;  d'oü  resulte  cette  regle  fort  simple  pour  reduire  les  fractions  ordinaires
en  fractions  continues.

Divisen  d'abord  le  numerateur  de  la  fraction  propose'e  par  son  denominateur,

et  nommez  le  quotient  a;  divisez  ensuite  le  denominateur  par  le  reste,  et  nommez
le  quotient  ß;  divisez  apres  cela  le premier  reste  par  le  second  reste,  et  soit  le
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quotient y;  continue^  ainsi  en  divisant  toujours  l'avant­dernier  reste par  le  dernier,
jusqu'ä  ce  qu'on  parvienne  ä  une  division  qui  se  fasse  sans  reste,  ce  qui  doit  ne­
cessairement  arriver,  puisque  les  restes  sont  tous  des  nombres  entiers  qui  vont  en
diminuant;  vous  aurez  la  fraetion  continue

r  T ­f­ ,  etc.

qui  sera  egale  ä  la  fraetion  donnee.

5.  Soit  propose  de  reduire  en  fraetion  continue  la  fraetion  ­^  ;  on  di­
visera  donc  1103  par  887,  on  aura  le  quotient  l  et  le  reste  216;  on  divisera
887  par  216,  on  aura  le  quotient  4  et  le  reste  23;  on  divisera  216  par  23,
ce  qui  donnera  le  quotient  9  et  le  reste  9;  on  divisera  encore  23  par  9,  on
aura  le  quotient  2  et  le  reste  5;  on  divisera  9 par  5,  on  aura  le  quotient  l
et  le  reste  4;  on  divisera  5  par  4,  on  aura  le  quotient  l  et  le  reste  1;  enfin,
divisant  4  par  l,  on  aura  le  quotient  4  et  le  reste  nul,  de  sorte  que  Tope­
ration  sera  terminee.  Eassemblant  donc  par  ordre  tous  les  quotiens  trouves,
on  aura  cette  serie  l,  4,  9,  2,  l,  l,  4?  d'oü  Ton  formera  la  fraetion  continue

_ i + l  i887

6.  Comme  dans  la  maniere  ordinaire  de  faire  les  divisions,  on  prend
toujours  pour  quotient  le  nombre  entier  qui  est  egal  ou  moindre  que  la
fraetion  proposee,  il  s'ensuit  que  par  la  methode  precedente  on  n'aura  que
des  fractions  continues,  dont  tous  les  denominateurs  seront  des  nombres
positifs.

Or  on  peut  aussi  prendre  pour  quotient  le  nombre entier,  qui  est  imme­
diatement  plus  grand  que  la  valeur  de  la  fraetion,  lorsque  cette  fraetion  n'est
pas  reductible  ä  un  nombre  entier,  et  pour  cela  il  n'y  a  qu'k  augmenter
d'une  unite  la  valeur  du  quotient  trouve  a  la  maniere  ordinaire;  alors  le
reste  sera  negatif,  et  le  quotient  suivant  sera  necessairement  negatif.  Ainsi
on  pourra  ä  volonte  rendre  les  termes  de  la  fraetion  continue  positifs  ou
negatifs.
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Dans  Texemple  precedent,  au  lieu  de  prendre  l  pour  le  quotient  de  1103
divise  par  887,  je  puis  prendre  2;  mais  j'aurai  le  reste  negatif  —671,  par
lequel  il  faudra  maintenant  diviser  887;  on  divisera  donc  887 par  —671,  et
Ton  aura  ou  le  quotient  — l  et  le  reste  216,  ou  le  quotient  — 2  et  le  reste
— 455.  Prenons  le  quotient  plus  grand  —l ,  et  alors  il  faudra  diviser  le
reste  —671  par  le  reste  216,  d1oü  Ton  aura  ou  le  quotient  — 3  et  le  reste
— 23,  ou  le  quotient  — 4  et  le  reste  193.  Je  continue  la  division  en  adop­
tant  le  quotient  plus  grand  —3;  j'aurai  k  diviser  le  reste  216 par  le  reste
— 23,  ce  qui  me  donnera  ou  le  quotient  — 9  et  le  reste  9,  ou  le  quotient
—10  et  le  reste  —14,  et  ainsi  de  suite.

De  cette  maniere  on  aura

110»­2 + :ri  ,  l
887  '  — l  +

­3 — 9 + ,  etc.

oü  Ton  voit  que  tous  les  denominateurs  sont  negatifs.

7.  On  peut  au  reste  rendre  positif  chaque  denominateur  negatif,  en
changeant  le  signe  du  numerateur;  mais  il  faut  alors  changer  aussi  le  signe
du  numerateur  suivant;  car  il  est  clair  qu'on  a

=  ­­—  i  _v  it +,  etc.  v  it +,  etc.

Ensuite  on  pourra,  si  Ton  veut,  faire  disparoltre  tous  les  signes — de la
fraction  continue,  et  la  reduire  k  une  autre,  oü  tous  les  termes  soient  posi­
tifs;  car  on  a  en  general

**—£• + ,  etc.  =<"­1+1 ' ­_L  ,'  v— l +,  etc.

comme  on  peut  s'en  convaincre  aisement,  en  reduisant  ces  deux quantites  en
fractions  ordinaires.

On pourroit  aussi  par  un  moyen semblable  introduire  des  termes  negatifs
k  la  place  des  positifs,  car  on  a

^ + 1 + ,  etc.  ='" + 1­T+­iTj_  .^'  ~ v— l +,  etc.
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D'oü  Ton  voit  que  par  ces  sortes  de  transformations  on  peut  quelquefois
simplifier  une  fraction  contüme,  et  la  reduire  k  im  moindre  nombre  de  ter­
mes;  ce  qui  aura  lieu  toutes  les  fois  qu'il  y  aura  des  denominateurs  egaux
k  l'unite  positive  ou  negative.

En  general  il  est  clair  que  pour  avoir  la  fraction  continue  la  plus  con­
vergente  qu'il  est  possible  vers  la  valeur  de  la  quantite  donnee,  il  faut  tou­
jours  prendre  pour  a, ß, y,  etc.  les  nombres  entiers  qui  approchent  le  plus
des  quantites  a,  &,  c,  etc.  soit  qu'ils  soient  plus  petits  ou  plus  grands  que
ces  quantites;  or  il  est  facile  de  voir  que  si,  par  exemple,  on  ne  prend  pas
pour  a  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus,  soit  en  exces  ou  en  defaut,
de  a,  le  nombre  suivant  ß  sera  necessairement  egal  k  l'unite;  en  effet  la
difference  entre  a  et  a  sera  alors  plus  grande  que y,  par  consequent  on
aura  b = ^­^  plus  petit  que  2;  donc  ß  ne  pourra  etre  qu'egal  k  l'unite.

Ainsi  toutes  les  fois  que  dans  une  fraction  continue  on  trouvera  des
denominateurs  egaux  k,  l'unite,  ce  sera  une  marque  que  l'on  n'a  pas  pris  les
denominateurs  precedens  aussi  approchans  qu'il  est  possible,  et  que  par  con­
sequent  la  fraction  peut  se  simplifier  en  augmentant  ou  en  diminuant  ces
denominateurs  d'une  unite,  ce  qu'on  pourra  executer  par  les  formules  prece­
dentes,  sans  etre  oblige  de  refaire  en  entier  le  calcul.

8.  La  methode  de  Tart.  4  peut  servir  aussi  k  reduire  en  fraction  con­
tinue  toute  quantite  irrationnelle  ou  transcendante,  pourvu  qu'elle  soit  aupa­
ravant  exprimee  en  decimales;  mais  comme  la  valeur  en  decimales  ne  peut
etre  qu'approchee,  et  qu'en  augmentant  d'une  unite  le  dernier  caractere  on a
deux  limites,  entre  lesquelles  doit  se  trouver  la  vraie  valeur  de  la  quantite
proposee,  il  faudra,  pour  ne  pas  sortir  de  ces  limites,  faire  k  la  fois  le  meme
calcul  sur  les  deux  fractions  dont  il  s'agit,  et  n'admettre  ensuite  dans  la
fraction  continue  que  les  quotiens  qui  resulteront  egalement  des  deux  ope­
rations.

Soit,  par  exemple,  propos^  d'exprimer  par  une  fraction  continue  le
rapport  de  la  circonference  du  cercle  au  diametre.

Ce rapport  exprime en decimales est,  par  le calcul de VIETE, 3,1415926535....;
de  sorte  qu'on  aura  la  fraction  .„AnAAnAAnn  k  reduire  en  fraction  continue  par

1UUUUUUUUUÜ

la  methode  ci­dessus;  or,  si  on  ne  prend  que  la  fraction  TT^XTT,  on  trouve
AW  \J\J\J

les quotiens  3,  7,  15,  l,  etc.,  et  si  on  prenoit  la  fraction  plus  grande  100000 ,

LEONHABDI  EULEBI  Opera  omnia  II  Algebra  66
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on  trouveroit  les  quotiens  3,  7,  16,  etc.  de  sorte  que  le  troisieme  quotient
demeureroit  incertain;  d'oü  Ton  voit  que,  pour  pouvoir  pousser  seulement  la
fraction  continue  au­dela  de  trois  termes,  il  faudra  necessairement  adopter
une  valeur  de  la  peripherie  qui  ait  plus  de  six  caracteres.

Or,  si  on  prend  la  valeur  donnee  par  LUDOLPH  en  trente­cinq  caracteres,
et  qui  est  3,  14159  26535  89793  23846  26433  83279  50288;  et  qu'on  opere  en
meme  temps  sur  cette  fraction  et  sur  la  meme,  en  y  augmentant  le  der­
nier  caractere  8  d'une  unite,  on  trouvera  cette  suite  de  quotiens,  3,  7,  15,  l,
292,  l,  l,  l,  2,  l,  3,  l,  14, 2, l,  l,  2, 2, 2, 2, l,  84, 2,  l,  l,  15, 3, 13, l,  4,
2,  6,  6,  1;  de  sorte  que  Ton  aura

Periph. = o  i  £
diametr.  l  +  —­  .  l

15+J +

etc.

Comme  il  y  a  ici  des  denominateurs  egaux  ä  Turnte,  on  pourra  sim­
plifier  la  fraction,  en  y  introduisant  des  termes  negatifs,  par  les  formules de
Tart. 7,  et  Ton  trouvera

Periph. = g  1^
­ ­ —diametr.  7  ­f~  —  l

~~~  294 — —_ £

"3" + , etc.
ou  bien

Periph.  ~  l
l rr l ^

­294  + ̂ _

_3 + >  etc.

9.  Nous  avons  montre  ailleurs  comment  on  peut  appliquer  la  theorie
des  fractions  continues  ä  la  resolution  numerique  des  equations,  pour  laquelle
on  n'avoit  encore  que  des  methodes  imparfaites  et  insuffisantes.  (Voyez  les
Memoires  de  TAcademie  de  Berlin  pour  les  annees  1767 et  1768.1))  Toute
la  difficulte  consiste  a pouvoir trouver  dans  une  equation  quelconque la  valeur
entiere  la  plus  approchee,  soit  en  exces  ou  en  defaut,  de  la  racine  cherchee,
et  c'est  sur  quoi  nous  avons  donne  les  premiers  des  regles  süres  et  gene­

l)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  publiees  par  les  soins  de M. L­A.  SERRET,  t.  II,  p. 538  et  581.
H.  W.
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rales,  par  lesquelles  on  peut  non­seulement  reconnoitre  combien  de  racines
reelles  positives  ou  negatives,  egales  ou  inegales,  contient  la  proposee,  mais
encore  trouver  facilement  les  limites  de  chacune  de  ces  racines,  et  meme  les
limites  des  quantites  reelles  qui  composent  les  racines  imaginaires.  Supposant
donc  que  x  soit  Tinconnue  de  Tequation  proposee,  on  cherchera  d'abord  le
nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  la  racine  cherchee,  et  nommant  ce
nombre  a,  il  n'y  aura  qu'ä  faire,  comme  on  Ta  vu  dans  Tart.  3,  x = a­\ — ,
(je  nomme  ici  x,  y,  z,  etc.  ce  que  j'ai  denote  dans  Tart. cite  par  a,  &,  c,  etc.);
et  substituant  cette  valeur  a  la  place  de x,  on  aura,  apres  avoir  fait  evanouir
les  fractions,  une  equation  du  meme  degre  en  y,  qui  devra  avoir  au  moins
une  racine  positive  ou  negative  plus  grande  que  Turnte.  On  cherchera  donc
de  nouveau  la  valeur  entiere  approchee  de  cette  racine,  et  nommant  cette
valeur  /?,  on  fera  ensuite  y = ß  ­) — ,  ce  qui  donnera  de  meme  une  equation
en  jgf ,  qui  aura  aussi  necessairement  une  racine  plus  grande  que  Turnte,  et
dont  on  cherchera  pareillement  la  valeur  entiere  approchee  y,  et  ainsi  de
suite.  De  cette  maniere  la  racine  cherchee  se  trouvera  exprimee  par  la
fraction  continue

"+7+
,  etc.

qui  sera  terminee  si  la  racine  est  commensurable,  mais  qui  ira  necessairement
k  Tinfini,  si  eile  est  incommensurable.

On  trouvera  dans  les  Memoires  cites  tous  les  principes  et  les  details
necessaires  pour  se  mettre  au  fait  de  cette  methode  et  de  ses  usages,  et
meme  differens  moyens  pour  abreger  souvent  les  operations qu'elle demande;
nous  croyons  n'y  avoir  presque  rien  laisse  k  desirer  sur  ce sujet  si  important.

Au  reste,  pour  ce  qui  regarde  les  racines  des  equations  du  second  degre,
nous  donnerons plus  bas,  (art. 33  et  suiv.),  une  methode  particuliere  et  tres­
sirnple  pour  les  convertir  en  fractions  continues.

10.  Apres  avoir  explique  la  generation  des  fractions  continues,  nous
allons  en  montrer  les  usages  et  les  principales  proprietes.

II  est  d'abord  evident  que  plus  on  prend  de  termes  dans  une  fraction
continue,  plus  on  doit  approcher  de  la  vraie  valeur  de  la  quantite  qu'on  a
exprimee  par  cette  fraction;  de  sorte  que  si  on  s'arrete  successivement  k

65*
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chaque  terme  de  la  fraction,  on  aura  une  suite  de  quantites  qui  seront  ne­
cessairement  convergentes  vers  la  quantite  proposee.

Ainsi  ayant  reduit  la  valeur  de  a  k,  la  fraction  continue

7­­T7 + , etc­

on  aura  les  quantites

, 1  ,  l x
T  i  i  >  etc­

r
ou  bien,  en  reduisant,

ccß + l  ccßy­
a, ­

ß

qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  a.

Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  et  de  la  convergence  de  ces  quan­
tites,  nous  remarquerons  que  par  les  formules  de  Tarticle  3  on  a

a =  a ­ f — ,  l = ß + — ,  c = j,­|­— ,  etc.

d'oü  Ton  voit  d'abord  que  a  est  la  premiere  valeur  approchee  de  a;  qu'en­
suite  si  on  prend  la  valeur  exacte  de  a,  qui  est  ^l, et  qu'on  y  substitue
pour  & sä  valeur  approchee  /?,  on  aura  cette  valeur  plus  approchee  °̂ ­g — ;
qu'on  aura  de  meme  une  troisieme  valeur  plus  approchee  de  a,  en  mettant
d'abord  pour  & sä  valeur  exacte  ^c J"  ,  ce  qui  donne  a =  ßc_T1  ,  et pre­
nant  ensuite  pour  c  la  valeur  approchee  j/;  par  ce  moyen  la  nouvelle valeur
approchee  de  a  sera

continuant  le  meme  raisonnement,  on  pourra  approcher  davantage,  en  met­
tant,  dans  Texpression  de  a  trouvee  ci­dessus,  ä  la  place  de  c  sä  valeur
exacte  y ^  ,  ce qui donnera

et  prenant  ensuite  pour  d  sä  valeur  approchee  $;  de  sorte  qu'on  aura  pour
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la  quatrieme  approximation  la  quantite

et  ainsi  de  suite.

De ­1k  il  est  facile  de  voir  que si par  le moyen des nombres a, ß, y, d,  etc.
on  forme  les  expressions  suivantes,

B1=ß

etc.  etc.

on  aura  cette  suite  de  fractioris  convergentes  vers  la  quantite  a,

A  B  C  D  E  F  ,_  _  ______  ______  _  _  o T r*
A1'  E19  C1'  D1?  JE1'  F1'

Si  la  quantite  a  est  rationnelle,  et  representee  par  une  fraction  quel­
vconque ^,  il  est  evident  que  cette  fraction  sera  toujours  la  derniere  dans

la  serie  precedente;  puisque  dans  ce  cas  la  fraction  continue  sera  terminee,
et  que  la  derniere  fraction  de  la  serie  ci­dessus  doit  toujours  equivaloir  k
toute  la  fraction  continue.

Mais  si  la  quantite  a  est  irrationnelle  ou transcendante,  alors la fraction
continue  allant  n^cessairement  ä  Tinfini,  on pourra  aussi  pousser  k  Tinfini  la
serie  des  fractions  convergentes.

11. Examinons  maintenant  la  nature  de  ces  fractions;  et  d'abord  il  est
visible  que  les  nombres  A, B,  C,  etc.  doivent  aller  en  augmentant,  aussi  bien
que  les  nombres A\  J51,  (T1,  etc.  car:

1°. Si  les  nombres  a, ß, y,  etc.  sont  tous  positifs,  les  nombres  A, B,  C,
etc.  et  A1,  B1,  Cl,  etc.  seront  aussi  tous  positifs,  et  Ton  aura  evidemment
B>A,  C>B,  D>C,  etc.  et Bl=ou>A\  Cl>B\ Dl>  C\  etc.

2°.  Si  les  nombres  a,  /?,  y,  etc.  sont  tous  ou  en  partie  negatifs,  alors
parmi  les  nombres  A,  B,  C,  etc.  et  A1, B\  C1,  etc.  il  y  en  aura  de  positifs
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et  de  negatifs;  mais  dans  ce  cas  on  considerera  que  Ton  a  en  general  par
les  formules  precedentes

S  „ . l  C  .A  D  S . B  ,
z = ^ + ^>  B = r + B>  c = d+v^

d'oü  Ton  voit  d'abord  que  si  les nombres  a, ß, y, etc.  sont  differens  de Tunite,
quels  que  soient  d'ailleurs  leurs  signes,  on  aura  necessairement,  en  faisant
abstraction  des  signes,  ­^  plus  grand  que  Turnte;  donc  ­g  moindre  que Turnte,
par  consequent  ­g  plus  grand  que  Tunite,  et  ainsi  de  suite;  donc  B  plus
grand  que A,  C plus  grand  que B,  etc.

II  n'y  aura  d'exception  que  lorsque parmi  les nombres  «,  /?,  j/,  etc.  il  s'en
trouvera  d'egaux  a  Tunite;  supposons,  par  exemple,  que  le  nombre  y  soit  le
premier  qui  soit  egal  a + l;  on  aura  d'abord  B  plus  grand  que A,  mais  C

sera  moindre  que B,  s'il  arrive  que  la  fraction ^  soit  de signe  different  de y\
f^  A  A

ce  qui  est  clair  par  Tequation  ­g­ =  y +  ­g­;  parce  que  dans  ce  cas  y + ^

sera  un  nombre  moindre  que  Tunite;  or  je  dis  qu'alors  on  aura  necessaire­
ment  D  plus  grand  que  J5;  car  puisque  y = + l,  on  aura,  (art.  10),

c = + l + ^,  et  c — ­^ = + 1;  or,  comme  c  et  d  sont  des  quantites  plus

grandes  que  Tunite,  (art.  3),  il  est  clair  que  cette  equation  ne  pourra  sub­

sister,  k  moins  que  c  et  d  ne  soient  de  meme  signe;  donc,  puisque  y  et  d

sont  les  valeurs  entieres  approchees  de  c  et  d,  ces  nombres  y  et  d  devront

etre  aussi  de  meme  signe;  mais  la  fraction  ^ = J/ + ^  doit  etre  de meme

signe  que  y,  a  cause  que  y  est  un  nombre  entier,  et  ­g­  une  fraction  moindre
n

que  Tunite;  donc  ­g­  et  8  seront  des  quantites  de  meme  signe;  par  consequent
st r* T\ f> ri

­g­  sera  une  quantite  positive.  Or on  a  77 = ^ +  ^7'?  donc  multipliant  par  ­g­,
T) C* A C1

on  aura ^ = (^^ + l?  donc  ­g­  etant  une quantite  positive,  il  est  clair  que

•g  sera  plus  grand  que  Tunite;  donc  D  plus  grand  que B.

De­lä  on  voit  que  s'il  arrive  que  dans  la  särie  A,  J5,  (7, etc.  il  se
trouve  un  terme  qui  soit  moindre  que  le  precedent,  le  terme  suivant  sera
necessairement  plus  grand;  de  sorte  quen  mettant  a  part  ces  termes  plus
petits,  la  serie  ne  laissera  pas  d'aller  en  augmentant.

Au  reste  on  pourra  toujours  eviter,  si  Ton  veut,  cet  inconvenient,  soit
en  prenant  les  nombres  «,  ß,  y,  etc.  tous  positifs,  soit  en  les  prenant  tous
differens  de  Tunite,  ce  qui  est  toujours  possible.
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On  fera  les  memes  raisonnemens  par  rapport  k  la  serie  A1,  B1,  (71,  etc.
dans  laquelle  on  a  pareillement

J31 _  R  & _  A^  & _  ,  ff­  ,
Ai — p>  &—r+Si*  Ci — ö+Ci>  etc­

d'oü  Ton  deduira  des  conclusions  semblables  aux  precedentes.

A  7?

nes dans  la  serie  ­ ,  ­ , ,  ­ ,  etc.  on trouvera
12. Maintenant,  si  on  multiplie  en  croix  les  termes  des  fractions  voisi­

7?
­g,

1 — BCi = ABl — BAl,  D Cl — CD1 = B C1 — CB1,  etc.

d'oü  je  conclus  qu'on  aura  en  ge"neral

BA1 — AB1 = l

CB1—  5C1 = — l

DG1—  (7J>1 = 1

EDl — DEl = —\,  etc.

Cette  propri4te  est  tres­remarquable,  et  donne  lieu  a  plusieurs  consequences
importantes.

A.  S  C1

D'abord  on  voit  que  les  fractions  ­^i,  ­gr,  ­^,  etc.  doivent  etre  dejä  re­
duites  k  leurs  moindres  termes;  car  si,  par  exemple,  C  et  C1  avoient  un
commun  diviseur  autre  que  l'unite,  le  nombre  entier  CB1 — B C1  seroit  aussi
divisible  par  ce meme diviseur,  ce qui  ne  se peut,  k  cause de  CB1 — J5(71== — 1.

Ensuite  si  on  met  les  equations  precedentes  sous  cette  forme

B  A I
B1  A1  A1 B1

C^_B^ =  1_

D  C  l
D1  C1  ~~  C^D17

E  D _  l
X^TI  j­\i  —  T­ii  T™~  »  etiC.

il  est  aise  de  voir  que  les  differences  entre  les  fractions  voisines  de  la  serie
ji,  jgi ,  ^r,  etc.  vont  continuel
est  necessairement  convergente.

jgi ,  ^r,  etc.  vont  continuellement  en  diminuant,  de  sorte  que  cette  serie
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Or  je  dis  que  la  difference  entre  deux  fractions  consecutives  est  aussi
petite  qu'il  est  possible;  en  sorte  qu'entre  ces  memes  fractions  il  ne  sauroit
tomber  aucune  autre  fraction  quelconque,  ä  moins  qu'elle  n'ait  un  denomi­
nateur  plus  grand  que  ceux  de  ces  fractions­la.

Car  prenons,  par  exemple,  les  deux  fractions  ^r  et j^,  dont  la  difference

est  ^TpT,  et  supposons,  s'il  est  possible,  qu'il  existe  une autre  fraction  — ,  dont

la  valeur  tombe  entre  celles  de  ces  deux  fractions,  et  dans  laquelle  le  deno­

minateur  n  soit  moindre  que  C1  ou  que  D1;  donc  puisque  — doit  se  trouver

entre ^  et  j^,  il  faudra  que  la  difference  entre  ~  et  ™  qui  est  — — ~&r~  ou

~™ — ,  soit  plus  petite  que  ^r^r,  difference  entre  ­^  et ^;  mais  il  est  clair

que  celle­lk  ne  sauroit  etre  moindre  que ̂ ;  donc,  si  n < D1,  eile  sera  ne­

cessairement  plus  grande  que ^rpi;  de meme  la  difference  entre  ~  et ^ ne

pouvant  etre  plus  petite  que  ­^TJT,  sera  necessairement  plus  grande  que  ^1^1?

si  n <  (71,  au  lieu  qu'elle  devroit  en  etre  plus  petite.

13. Voyons presentement  de combien chaque fraction de la serie ^r,  ^y,  etc.
approchera  de  la  valeur  de  la  quantite  a.  Pour  cela  on  remarquera  que  les
formules  trouvöes  dans  Tart.  10  donnent

Bc + A
a = ­.

Cd + B
a =

_  De + C
Cv —— -r\1  XTI

et  ainsi  de  suite.
n

Donc  si  on  veut  savoir  de  combien la  fraction  ­^,  par  exemple,  approche
Gde  la  quantite,  on  cherchera  la  difference  entre  ^  et  a;  en  prenant  pour  a

Cd + B
la  quantite  id^i>  on  aura

C
C1

a  cause  de  BC1—CBl=l,  (art. 12);  or,  comme  on  suppose  que  d  soit  la
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valeur  approchee  de  d,  en  sorte  que  la  difference  entre  d* et  S  soit  moindre
que  Turnte,  (art.  3),  il  est  clair  que  la  valeur  de  d  sera  renfermee  entre  les
deux  nombres  $  et  S + l,  (le  signe  superieur  etant  pour  le  cas oü la  valeur
approchee  J  est  moindre  que  la  veritable  d,  et  le  signe  inferieur  pour  le
cas  oü  d  est  plus  grand  que d),  et  que  par  consequent la  valeur  de  Cld + B\
sera  aussi  renfermee  entre  ces deux­ci,  (Pd + B1  et  (71 (<?+!) +U1,  c'est­ä­dire
entre  D1  et  J^+O1;  donc  la  difference  a — ^  sera  renfermee  entre  ces deux

limites  ­̂ 1^1,  ~c*7Sr+~c*)  '  ^'°^  ^on  Pourra  Ju8er  de  ^a  quantite  de  l'approxi­
ri

mation  de  la  fraction  ™ ­

14.  En  general  on  aura

A
A1 ̂  All

B  l
a~ &

_  C
O, — ­ î "T

et  ainsi  de  suite.

Or,  si  on  suppose que  les  valeurs  approchees  a, ß, y, etc.  soient  toujours
prises  moindres  que  les  veritables,  ces  nombres  seront  tous  positifs,  aussi
bien  que  les  quantites  6,  c,  d,  etc.  (art. 3);  donc  les  nombres  A1, B\  Cl,  etc.
seront  aussi  tous positifs;  d'oü il  s'ensuit  que  les differences  entre  la  quantite  a

A.  S  Cet  les fractions  ­^, ^, ^, etc. seront  alternativement  positives  et negatives;
c'est­a­dire  que  ces  fractions  seront  alternativement  plus  petites  et  plus
grandes  que  la  quantite  a.

De  plus,  comme  b>ß,  c>y,  d>d,  etc. (hyp.)  on  aura

b > B\  Blc + ­41 > B1 r + A!> C\  Cld +  B1 > Cld + B1 > D\ etc.

et  comme  & < / ? + !,  c < y +  l, rf<cJv + l,  etc. on aura

l<Dl+C\ etc.

LEONHARDI  EULERI  Opera  omnia  Ii  Algebra  66
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de  sorte  que  les  erreurs  qu'on  commettroit  en  prenant  les  fractions  ­p,  ­g^
ö­gü,  etc.  pour  la  valeur  de  a,  seroient  respectivement  moindres  que

A1 B19  B1C19  G1 D19

mais  plus  grandes  que

l  l  l  ,etc.
A\Bl + A1}  9  Bl(Cl + jB1) ' Cl(D* + C

1
)'

d'oü  Ton  voit  combien  ces  erreurs  sont  petites,  et  combien elles  vont  en  di­
minuant  d'une  fraction  a  Tautre.

Mais  ü  y  a  plus:  puisque  les  fractions ^i*  ^r?  771,  etc.  sont  alternative­
ment  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  quantite  a,  il  est  clair  que  la
valeur  de  cette  quantite  se  trouvera  toujours  entre  deux  fractions  consecu­
tives  quelconques;  or  nous  avons  vu  ci­dessus,  (art.  12),  qu'il  est  impossible
qu'entre  deux  telles  fractions  puisse  se  trouver  une  autre  fraction quelconque
qui  ait  un  denominateur  moindre  que  Tun  de  ceux  de  ces  deux  fractions;
d'oü  Ton  peut  conclure  que  chacune  des  fractions  dont  il  s'agit,  exprime  la
quantite  a  plus  exactement  que  ne  pourroit  faire  toute  autre  fraction  quel­
conque,  dont  le  denominateur  seroit  plus  petit  que  celui  de  la  fraction  sui­
vante;  c'est­ä­dire  que  la  fraction ^,  par  exemple,  exprimera  la  valeur  de a

plus  exactement  que  toute  autre  fraction ~,  dans  laquelle  n  seroit  moindre
que  D1.

15.  Si  les  valeurs  approchees  a, ß, y,  etc.  sont  toutes  ou en partie plus
grandes  que  les  veritables,  alors  parmi  ces  nombres  il  y  en  aura  necessaire­
ment  de  negatifs,  (art.  3),  ce  qui  rendra  aussi  negatifs  quelques­uns  des  ter­
mes  des  series  A,  B,  C, etc.  A1,  B1,  (71,  etc.  par  consequent les  differences

A.  B  C
entre  les  fractions  ^T>  ­gi?  ^r?  etc.  et  la  quantite  a  ne  seront  plus  alterna­
tivement  positives  et  negatives,  comme dans  le  cas  de  Tarticle  precedent;  de
sorte  que  ces  fractions  n'auront  plus  Tavantage  de  donner  toujours  des  limi­
tes  en plus  et  en  moins  de  la  quantite  a,  avantage  qui  ine  parolt  d'une  tres­
grande  importance,  et  qui  doit  par  consequent faire  preferer  toujours dans  la
pratique  les  fractions  continues  ou  les  denominateurs  seront  tous  positifs.
Ainsi  nous  ne  considererons  plus  dans  la  suite  que  des  fractions  de  cette
espece.
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16.  Considerons  donc  la  serie

A  S  G  D  ,_  _ __  . _  _  AT/"*
A1 '  S1'  G1'  D1'

dans  laquelle les fractions sont  alternativement  plus petites et  plus  grandes  que

la  quantite"  a,  et  il  est  clair  qu'on  pourra  partager  cette  sörie  en  ces deux­ci:

4­  ÖL  E  ,
~Ä1'  G1'  E1'

B  D  F  ,
_  _  _ fkT.f*

D19  F19

donc  la  premiere  sera  composee  de  fractions  toutes  plus  petites  que  a,  et
qui  iront  en  augmentant  vers  la  quantite  a\  donc  la  seconde sera  composee
de  fractions  toutes  plus  grandes  que  a,  mais  qui  iront  en  diminuant  vers
cette  meme  quantite.  Examinons  maintenant  chacune  de  ces  deux  series  en
particulier:  dans  la  premiere  on  aura,  (art.  10 et  12),

G  A  y
AlCl

f
etc.

C1  A1  A1 G

E G  s
E1  C1 ~ C*El

et  dans  la  seconde  on  aura

B__D^  S__
S1  D1 ~  B1D*

^__Z  L_  etcT\!  7­71  TM  ­rm  ?  ^WV.

Or,  si  les  nornbres  y,  $,  e,  etc.  etoient  tous  egaux  a  Turnte,  on pourroit
prouver,  coinme  dans  Tart.  12,  qu'entre  deux  fractions  consecutives  quelcon­
ques  de  l'une  ou  de  Tautre  des  series  precedentes,  il  ne  pourroit  jamais  se
trouver  aucune  autre  fraction  dont  le  denominateur  seroit  moindre  que  ceux
de  ces  deux  fractions;  mais  il  n'en  sera  pas  de  meme,  lorsque  les  nombres
y,  (5",  e,  etc.  seront  differens  de  Turnte:  car  dans  ce  cas  on  pourra  inserer
entre  les  fractions  dont  il  s'agit autant  de  fractions  intermediaires  qu'il  j  aura
d'unites  dans  les  nombres  y — l,  tf  —l ,  « — l,  etc.  et  pour  cela  il  n'y  aura
qu'k  mettre  successivement  dans  les  valeurs  de  C et  C1,  (art.  10),  les  nom­

66*
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bres  l,  2,  3,  etc.  y  k  la  place  de  y]  et  de  meme  dans  les  valeurs  de  D  et
J91,  les  nombres  l,  2,  3,  etc.  d  a  la  place  de  $,  et  ainsi  de  suite.

17.  Supposons,  par  exemple,  que  y  soit  =4,  on  aura  C=4J5 +  JL  et
A  CCl=kBl+­A,  et  on pourra  inserer  entre  les  fractions  ­^  et ̂   trois  fractions

intermediaireSj  qui  seront

B + A  2B + A  3B + A
B1 + A1'  2B1+ÄL'  3Bl+A1'

Or  il  est  clair  que  les  denominateurs  de  ces  fractions  forment  une  suite
croissante  arithmetiquement  depuis  A1  jusqu'a  C1;  et  nous  allons  voir  que les
fractions  elles­memes  croissent  aussi  continuellement  depuis  ­^  jusqu'a ^,  en
sorte  qu'il  seroit  maintenant  impossible  d'inserer  dans  la  serie

B+A  2B+A  5B+A  4B+A  C
°U

aucune  fraction  dont  la  valeur  tombät  entre  celles  de  deux  fractions consecu­
tives,  et  dont  le  denominateur  se  trouvät  aussi  entre  ceux  des  memes  frac­
tions.  Gar  si  on  prend  les  dijfferences  entre  les  fractions  precedentes,  on  aura,
a  cause  de  BAl—ABl=I,

B + A  A  l

2B+A  B + A
JS1 + A1  (B1 +  A*) (2 B1 +

3B +A  2B+A _  l

ü_ _  3B + A _  l
C1  3 &+ A1 ~  (3 B1 + A1) Cl '

d'oü  Ton  voit  d'abord  que  les  fractions  ^r?  BI~A­AI^  e^c*  von^  en

puisque  leurs  differences  sont  toutes  positives;  ensuite,  comme  ces  differences
sont  egales  a  Turnte  divisee  par  le  produit  des  deux  denominateurs,  on
pourra  prouver  par  un  raisonnement  analogue  ä  celui  que  nous  avons  fait
dans  Tart.  12,  qu'il  est  impossible  qu'entre  deux  fractions  consecutives  de  la
serie  precedente,  il  puisse  tomber  une  fraction  quelconque  — ,  si  le  denomi­
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nateur  n  tombe  entre  les  denominateurs  de  ces  fractions,  ou  en  general  s'il
est  plus  petit  que  le  plus  grand  des  deux  denominateurs.

De  plus,  comme les  fractions  dont  nous parlons  sont  toutes  plus  petites1)
T)

que  la  vraie  valeur  de  a,  et  que  la  fraction  ­™  en  est  plus  grande1),  il  est
evident  que  chacune  de  ces  fractions  approchera  de  la  quantite  a,  en  sorte
que  la  difference  en  sera  plus  petite  que  celle  de  la  meme  fraction  et  de  la

T)

fraction  ­g­t;  or  on  trouve
B _AL =  l_
W  ~Ä~l~ AlSl

S  B + A  l

S  2B

B  3B + A
l?  ^

B
B1

Donc,  puisque  ces  diiferences  sont  aussi  egales  ä  Turnte  divisee  par  le
produit  des  denominateurs,  on  y  pourra  appliquer  le  meme  raisonnement  de
Tarticle  12,  pour  prouver  qu'aucune  fraction  — ne  sauroit  tomber  entre  une

quelconque  des  fractions  ^r
nominateur  n  est  plus  petit  que  celui  de  la  meme  fraction;  d'oü  il  suit  que
chacune  de  ces  fractions  approche  plus  de  la  quantite  a  que  ne  pourroit
faire  toute  autre  fraction  plus  petite  que  a,  et  qui  auroit  un  denominateur
plus  petit,  c'est­ä­dire,  qui  seroit  congue  en  termes  plus  simples.

18.  Nous  n'avons  considere  dans  Tarticle  precedent  que  les  fractions
A  n

intermediaires  entre  ­n  et ^,  il  en  sera  de  meme  des  fractions  intermediaires
c*  ~f?  v  r1

entre ^  et  ­^­x,  entre ­^  et ^,  etc.  si e,  rj,  etc.  sont  des nombres  plus grands
que  Tunite.

T?  T)  TP

On  peut  aussi  appliquer  a  Tautre  serie  ­g­19  ^1?  ­^r„  etc.  tout  ce  que  nous

1)  Edition  originale:  .  . .  comme  les fractions  . .  .  sont  toutes plus  grandes  . . . et que . . .  jv

en  est plus petite  . . .  A  la  suite de  cette  erreur  qui  se trouve dans  toutes  les  editions ulterieures,
y  compris  celle  de  SERRET,  et  qui  se  continue dans  les  5  equations  suivantes,  il  a  fallu  y  changer
les  signes des  differences.  H.  W.
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venons  de  dire  relativement  a  la  premiere  serie  ^r,  ­^,  etc.  de sorte  que,  si

les  nombres  S,  £,  etc.  sont  plus  grands  que  l'unite,  on  pourra  inserer  entre
-r> J~\ T) T?

les  fractions  T?T  et  ™,  entre  ^r  et  j^,  etc.  differentes  fractions  intermediaires

toutes  plus  grandes  que  a,  mais  qui  iront  continuellement  en  diminuant,  et
qui  seront  telles  qu'elles  exprimeront  la  quantite  a  plus  exactement  que  ne
pourroit  faire  aucune  autre  fraction  plus  grande  que  a,  et  qui  seroit  con^ue
en  termes  plus  simples.

De  plus,  si  ß  est  aussi  un  nornbre  plus  grand  que  Funite,  on  pourra

pareillement  placer  avant  la  fraction  ­^  les  fractions  —y­,  — f ­ ,  —jp­,  etc.

jusqu'a  ^  g  ,  savoir ^,  et  ces  fractions  auront  les  memes  proprietes  que

les  autres  fractions  intermediaires.

De  cette  maniere  on  aura  donc  ces  deux  suites  complettes  de  fractions
convergentes  vers  la  quantite  a.

Fractions  croissantes  et plus petites  que  a:

A^  B + A  2B + A  3B + A  ,
A ^ j -rn T 7T  i  r^ -r»i  ', 7? 9 ^»  ~r~n i JT 9 ^ \J\s»

G_  D + C  2D + C  3D + C  ,  sD_
(ji'  jnij_/7i^  or>i_L/7i ?  Qnij­/^!'  e^c*  e TU

_g  F ­\­ E

^i'  jüjTtfi'  6
^

C
*

  e
*

C
'

  e
^

C>

Fractions  decroissantes  et  plus  grandes  que  a:

A + l  2A+1  3A+1  ßA+1
1  '
B
Br'

D
D1'

2  '

0 + 5
6n+ J51 '

E + D
E14­ D1'

3

2C + B
2 CH J?1 '

etc.  etc.

etc.

etc.

ß
dC  + B
d C*+ B1

Si  la  quantite  a  est  irrationnelle  ou  transcendante,  les  deux  series  pre­

cedentes  iront  a  Tinfini,  puisque  la  serie  des  fractions  ­^r,  ­^r, ^,  etc.  que

nous  nommerons  dans  la  suite  fractions  principales,  pour  les  distinguer  des

fractions  intermediaires,  va  d'elle­meme  a  Tinfini,  (art.  10).
Mais  si  la  quantite  a  est  rationnelle  et  egale  a  une  fraction quelconque

­^,  nous  avons  vu  dans  Tarticle  cite,  que  la  serie  dont  il  s'agit  sera  termi­
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nee,  et  que  la  derniere  fraction  de  cette  serie  sera  la  fraction  meme yr,  donc
cette  fraction  terminera  aussi  necessairement  une  des  deux  series  ci­dessus,
mais  l'autre  serie  pourra  toujours  aller  a  rinflni.

En  effet,  supposons  que  S  soit  le  dernier  denominateur  de  la  fraction

continue,  alors  ­^r  sera  la  derniere  des  fractions  principales,  et  la  serie  des

fractions  plus  grandes  que  a  sera  terminee  par  cette  meme  fraction ^r;  or

Tautre  serie  des  fractions  plus  petites  que  a  se  trouvera  naturellement  arret^e
G  Dä  la  fraction  ­^i,  qui  precede j^;  mais  pour  la  continuer,  il  n'y  a  qu'k  con­

siderer  que  le  denominateur  s,  qui  devroit  suivre  le  dernier  denominateur  #,
771

  T}
sera  =  <x>,  (art.  3);  de  sorte  que la fraction  ­^r,  qui suivroit ^  dans  la  suite

des  fractions  principales,  seroit ^^it^i = JJT  5  or  par  la  loi  des  fractions  in­

termediaires,  il  est  clair  qu'k  cause  de  e =  oo,  on  pourra  inserer  entre  les
C^  ff

fractions ̂   et  ­^  une  infinite  de  fractions  intermediaires,  qui  seront

D + C  2D + C  3D + C  ,
T^7,  etc.& + C1'

n

Ainsi  dans  ce  cas  on  pourra,  apres  la  fraction ^  dans  la  premiere  suite
de  fractions,  placer  encore  les  fractions  intermediaires  dont  nous  parlons,  et
les  continuer  k  Tinflni.

PROBLEME

19.  Une  fraction  exprimee  par  itn  grand  nombre  de  chiffres  etant  donnee,

trouver  toutes  les  fractions  en  moindres  termes  qui  approcJient  si  pres  de  la  verite,

qu'il  soit  impossible  d'en  approcher  davantage  sans  en  employer  de plus  grandes.

Ce  probleme  se  resoudra  facilement  par  la  theorie  que  nous  venons
d'expliquer.

On  commencera par  reduire  la  fraction  proposee en fraction  continue par
la  methode de  Tart. 4,  en  ayant  soin  de  prendre toutes  les valeurs approchees
plus  petites  que  les  veritables,  pour  que  les  nombres ß, y, J,  etc.  soient  tous
positifs;  ensuite,  a  Taide  des nombres trouves  a, ß, y, etc.  on forinera,  d'apres
les  formules  de  Tart.  10,  les  fractions ~,  j^,  ^r, etc.  dont  la  derniere  sera
nöcessairement  la  meme  que  la  fraction  proposee,  parce  que  dans  ce  cas  la
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fraction  continue  est  terminee.  Ces  fractions  seront  alternativement  plus
petites  et  plus  grandes  que  la  fraction  donnee,  et  seront  successivement
conQues  en  termes  plus  grands;  et  de  plus  elles  seront  telles  que  chacune de
ces  fractions  approchera  plus  de  la  fraction  donnee,  que  ne  pourroit  faire
toute  autre  fraction  quelconque  qui  seroit  congue  en  termes  moins  simples.
Ainsi  on  aura  par  ce  moyen  toutes  les  fractions  congues  en  moindres termes
que  la  proposee,  qui  pourront  satisfaire  au  probleme.

Que  si  on  veut  considerer  en  particulier  les  fractions  plus  petites  et  les
fractions  plus  grandes  que  la  proposee,  on  inserera  entre  les  fractions  prece­
dentes  autant  de  fractions  intermediaires  que  Ton  pourra,  et  on  en  formera
deux  suites  de  fractions  convergentes,  les  unes  toutes  plus  petites  et  les
autres  toutes  plus  grandes  que  la  fraction  donnee,  (art.  16, 17 et  18);  chacune
de  ces  suites  aura  en  particulier  les  memes  proprietes  que  la  suite  des  frac­
tions  principales  ­^, ^,  ^T,  etc.  car les  fractions  dans  chaque  suite  seront
successivement  congues  en  plus  grands  termes,  et  chacune  d'elles  approchera
plus  de  la  fraction  proposee,  que  ne  pourroit  faire  aucune  autre  fraction  qui
seroit  pareillement plus petite  ou  plus  grande  que  la proposee,  mais  qui seroit
congue  en  termes  plus  simples.

Au  reste  il  peut  arriver  qu'une  des  fractions  intermediaires  d'une  serie
n'approche  pas  si  pres  de  la  fraction  donnee,  qu'une  des  fractions  de  Tautre
serie,  quoiqiie  congue  en  termes  moins  simples  que  celle­ci;  c'est  pourquoi  il
ne  convient  d'employer  les  fractions  intermediaires,  que  Iorsqu1on  veut  que les
fractions  cherchees  soient  toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  que  la
fraction  donnee.

EXEMPLE  I

20.  Suivant  M. DE LA CAILLE,  Tannee  solaire  est  de  365j 5h 48'  49",  et  par
consequent  plus  longue  de  5h 48' 49"  que  Tannee  commune  de  365j;  si  cette
difference  etoit  exactement  de  6  heures,  eile  donneroit  un  jour  au  bout  de
quatre  annees  communes;  mais  si  on  veut  savoir  au juste  au bout  de combien
d'annees  communes  cette  difference  peut  produire  un  certain  nombre de jours,
il  faut  chercher  le  rapport  qu'il  y  a  entre  24h et  5h 48' 49",  et  on  trouve  ce
rapport  = ^^;  de sorte  qu'on  peut  dire qu'au bout de 86400 annees communes,
il  faudroit  intercaler  20929  jours  pour  les  reduire  k  des  annees  tropiques.

Or,  comme le  rapport  de 86400 ä  20929  est  exprime en  termes  fort  grands,
on  propose  de  trouver  en  des  termes  plus  petits  des  rapports  aussi approches
de  celui­ci  qu1il  est  possible.



427­428] SUR  LES  FßACTIONS CONTINÜES 529

On  röduira  donc  la  fraction j^g en  fraction  continue  par la regle donnee
dans  l'art.  4,  qui  est  la  meme  que  celle  qui  sert  a  trouver  le  plus  grand
commun  diviseur  de  deux  nombres  donne"s:  on  aura

20929864004 = «
83716
~268420929

18788

2141 2684
2141

5432141

1629

512

31512

496
16­5

l1631

16

1516
15

1515 = i

15
0.

Connoissant  ainsi  tous  les  quotiens  a, ß, y,  etc.  on  en  formera  aise"ment
la  serie  ­^,  ^y,  etc.  de la  maniere  suivante:

A. Jo

29

7 '

33

8 ?

3,

128

31 '

1,

161

39 '

16,

2704

655 '

1,

2865

694 '

1,

5569

1349

15,

20929 '

oü  Ton  voit  que  la  derniere  fraction  est  la  meme  que  la  proposee.
Pour  faciliter  la  formation  de  ces  fractions,  on  ecrira  d'abord,  comme je

viens  de  le  faire,  la  suite  des  quotiens  4,  7,  l,  etc.  et  on  placera  au­dessous
de  ces  coefficiens  les fractions y>  y? y  >  e^c­ ^i en  ^esultent.

LEONHARDI  EULERI  Opera  omnia  Ii  Algebra  67
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La  premiere  fraction  aura  toujours  pour  numerateur  le  nombre  qui  est
au­dessus,  et  pour  denominateur  Tunite.

La  seconde  aura  pour  numerateur  le  produit  du  nombre  qui  y  est  au­
dessus  par  le  numerateur  de  la  premiere,  plus  l'unite,  et  pour  denominateur
le  nombre  meme  qui  est  au­dessus.

La  troisieme  aura  pour  numerateur  le  produit  du  nombre  qui y  est  au­
dessus  par  le  numerateur  de  la  seconde,  plus  celui  de  la  premiere;  et  de
meme  pour  denominateur,  le  produit  du  nombre  qui  est  au­dessus  par  le de­
nominateur  de  la  seconde, plus  celui  de  la  premiere.

Et  en  general  chaque fraction aura pour numerateur  le produit  du nombre
qui  y  est  au­dessus  par  le  numerateur  de  la  fraction  precedente,  plus  celui
de  Tavant­precedente;  et  pour  denominateur  le  produit  du  meine  nombre par
le  denominateur  de  la  fraction precedente,  plus  celui  de  Tavant­precedente.

Ainsi  29 =  7 ­ 4 +  l,  7 =  7, 33 =  1­29 + 4, 8 =  1 ­7 + 1, 128 = 3­33 + 29,
31 =  3 • 8 +  7,  et  ainsi  de  suite;  ce qui  s'accorde  avec  les formules de Tart. 10.

4­  29  S^
Maintenant  on voit  par  les fractions  y,  y,  y,  etc.  que Tintercalation la

plus  simple  est  celle  d'un  jour  dans  quatre  annees  communes,  ce  qui  est  le
fondement  du  calendrier  JULIEN;  mais  qu'on  approcheroit  plus  de  Texactitude
en  nHntercalant  que  sept  jours  dans  Tespace  de  vingt­neuf  annees communes,
ou  huit  dans  Tespace  de  trente­trois  ans,  et  ainsi  de  suite.

4­  29  33
On  voit  de plus  que comme  les fractions y, y,  y,  etc.  sont  alternative­

ment plus petites et plus grandes que la fraction  ou  5 h 4 8 9 ^  >  Tintercalation
d'un  jour  sur  quatre  ans  sera  trop  forte,  celle  de  sept  jours  sur  vingt­neuf
ans  trop  foible,  celle  de  huit  jours  sur  trente­trois  ans  trop  forte,  et  ainsi
de  suite;  mais  chacune  de  ces  intercalations  sera  toujours  la plus  exacte qu'il
est  possible  dans  le  meme  espace  de  temps.

Or,  si  on  ränge  dans  deux  series  particulieres  les  fractions  plus  petites
et  les  fractions  plus  grandes  que  la  fraction  donnee,  on  y  pourra  encore
inserer  differentes  fractions  secondaires  pour  completer  les  series;  et  pour
cela  on  suivra  le  meme procede que  ci­dessus,  mais  en prenant  successivement
k  la  place  de  chaque  nombre  de  la  serie  superieure  tous  les  nombres  entiers
moindres  que  ce  nombre,  (lorsqu'il  y  en  a).

Ainsi,  considerant  d'abord  les  fractions  croissantes

4

1 '

1,

33

8

1,

161

39 '

1,

2865

694 '

15,

86400

20929
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on  voit  qu'a  cause  que  l'unite  est  au­dessus  de  la  seconde,  de  la  troisieme
et  de  la  quatrieme,  on  ne  pourra  placer  aucune  fraction  intermediaire,  ni
entre  la  premiere  et  la  seconde, ni  entre  la  seconde et  la  troisieme,  ni  entre
la  troisieme  et  la  quatrieme;  mais  comme  la  derniere  fraction  a  au­dessus
d'elle  le  nombre  15,  on  pourra  entre  cette  fraction  et  la  precedente,  placer
quatorze  fractions  intermediaires,  dont  les numerateurs formeront la progression
arithmetique

2865 +  5569,  2865 +  2  ­ 5569,  2865 +  3 • 5569,  etc.

et  dont  les  denominateurs  formeront  aussi  la  progression  arithmetique

694 +  1349,  694 +  2­1349,  694 +  3­1349,  etc.

Par  ce  moyen  la  suite  complette  des  fractions  croissantes  sera

4  33  161  2865  8434  14003  19572  25141  30710  36279
T'  ~8~'  ~39~'  694 '  2043'  ~3392~'  4741  '  ~6Ö9Ö~'  7439  '  8788  '

41848  47417  52986  58555  64124  69693  75262  80831  86400
10137'  11486'  12835'  14T84'  15533  '  16882'  18231'  19580'  20929  *

Et  comme  la  derniere  fraction  est  la  meme  que  la  fraction  donnee,  il
est  clair  que  cette  serie  ne  peut  pas  etre  pdussee  plus  loin.

De­lä  on  voit  que  si  on  ne  veut  admettre  que  des  intercalations  qui
pechent  par  exces,  les  plus  simples  et  les  plus  exactes  seront  celles  d'un jour
sur  quatre  annees,  ou  de  huit  jours  sur  trente­trois  ans,  ou  de  trente­neuf
sur  cent  soixante­un  ans,  et  ainsi  de  suite.

Considerons  maintenant  les  fractions  decroissantes

7,

29

7 '

3,

128

31 '

16,

2704

655 '

1,

5569

1349

et  d'abord,  k  cause  du  nombre  7  qui  est  au­dessus  de  la  premiere  fraction,
on  pourra  en  placer  six  autres  avant  celle­ci,  dont les  numerateurs formeront
la progression  arithmetique  4 + 1,  2­4 +  1,  3­4 +  1, etc. et dont les denomina­
teurs  formeront  la  progression  l,  2,  3,  etc.;  de  meme,  ä  cause  du  nombre  3,
on  pourra  placer  entre  la  premiere  et  la  seconde  fraction  deux  fractions
intermediaires',  et  entre  la  seconde et  la  troisieme  on  en  pourra  placer  15,  k

67*
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cause  du nombre  16  qui  est  au­dessus  de  la  troisieme;  mais  entre  celle­ci  et
la  derniere  on  n'en  pourra  inserer  aucune,  ä  cause  que  le  nombre  qui  y  est
au­dessus  est  l'unite.

De  plus,  il  faut  remarquer  que  comme la  serie  precedente  n'est  pas  ter­
minee  par  la  fraction  donnee, on  peut  encore  la  continuer  aussi loin que Ton
veut,  comme nous  Tavons  fait  voir  dans  l'art. 18.  Ainsi  on  aura  cette  serie
de  fractions  croissantes

JL  JL  I?  il  ?1  2Ö  29  62  ^  128  289  450  611  772
T'  T'  T'  T'  T'  ~6~'  T'  15'  23'  ~31~'  ~7Ö~?  109"'  148'  TS7'

933  1094  1255  1416  1577  1738  1899  2060  2221  2382  2543
226^'  265 '  304 '  343 '  382 '  421 '  460 '  ~499~'  538 '  577 '  616 >

2704  5569
655  '  T349'

91969  178369  264769  351169  437569  ,
22278'  43207"7  ^4136~?  85065  '  105994'  6 C'

lesquelles  sont  toutes  plus  petites  que  la  fraction  proposee,  et  en approchent
plus  que  toutes  autres  fractions  qui  seroient  congues en termes  moins simples.

On  peut  conclure  de­lk,  que  si  on  ne  vouloit  avoir  egard  qu'aux  inter­
calations  qui  pecheroient  par  defaut,  les  plus  simples  et  les  plus  exactes
seroient  celles  d'un  jour  sur  cinq  ans,  ou  de  deux jours  sur  neuf  ans,  ou de
trois  jours  sur  treize  ans,  etc.

Dans  le  calendrier  GREGORIEN  on  intercale  seulement  quatre­vingt  dix­sept
jours  dans  quatre  cents  annees;  on  voit  par  la  table  precedente  qu'on  ap­
procheroit  beaucoup  plus  de  Texactitude  en  intercalant  cent  neuf  jours  en
quatre  cents  cinquante  annees.

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  reformation  GREGORIENNE  on  s'est
servi  de  la  determination  de  Tannee  donnee  par  COPERNIC,  laquelle  est  de
365j 5h 49' 20".  En  employant  cet  element  on  auroit,  au  lieu  de  la  fraction
86400  ­n  •  86400  ­.  .  540  ­,,  >  n  ,  .,  ­,  ,,,  ­,  /  r

celle­ci  2Ö96Ö'  ou  "ien  i3i'  ^OU  ^on  trouveroit  par  la  metnode  prece­2Ö96Ö'
dente  les  quotiens  4,  8,  5,  3,  et  de­lä  ces  fractions  principales

4,  8,  5,  3,
4  33  169  540
I  '  8 '  ~41~'  131'

qui  sont,  a  Texception  des  deux  premieres,  assez  differentes  de  celles  que
nous  avons  trouvees  ci­dessns.  Cependant on ne trouve pas parmi ces fractions
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la  fraction ~  adoptee  dans  le  calendrier  GREGORIEN;  et  cette  fraction  ne peut

pas  meme  se  trouver  parmi  les  fractions  intermediaires  qu'on  pourroit  inserer

dans  les  deux  series ~>  ^>  e^  y>  J^Y*>  car  il  est  clair  qu'elle  ne  pourroit

tomber  qu'entre  ces  deux  dernieres  fractions,  entre  lesquelles,  k  cause  du

nombre  3  qui  est  au­dessus  de la  fraction ^,  il  peut  tomber  deux fractions
9Qo 371

interme'diaires,  qui  seront  ­^  et  ­^;  d'oü  Ton  voit  qu'on  auroit  approche plus

de  l'exactitude,  si  dans  la  reformation  GREGORIENNE  on avoit  prescrit  de n'inter­

caler  que  quatre­vingt­dix  jours  dans  l'espace  de  trois  Cents  soixante  et

onze  ans.

Si  on  reduit  la  fraction y?­  a  avoir  pour  numerateur  le  nombre  86400,

eile  deviendra  20952  >  ce  ^^  supposeroit  l'annee  tropique  de  365j 5h 49'  12".20952  3

Dans  ce  cas  l'interpolation  GREGORIENNE  seroit  tout­k­fait  exacte;  mais
comme  les  observations  donnent  l'annee  plus  courte  de  plus  de  20",  il  est
clair  qu'il  faudra  necessairement,  au  bout  d'un certain  espace de temps,  intro­
duire  une  nouvelle  intercalation.

Si  on  vouloit  s'en  tenir  a  la  determination  de  M. DE LA CAILLE,  comme

le  denominateur  97  de  la  fraction  ­̂ ­  se  trouve  entre  les  denominateurs  de

la  cinquieme  et  de  la  sixieme  des  fractions  principales  trouvees  ci­devant,  il
1A't

s'ensuit  de  ce que nous avons demontre,  (art.  14), que  la  fraction  ­^­  approche­

roit  plus  de la  verite  que la  fraction ^;  au  reste,  comme'  les Astronomes

sont  encore  partages  sur  la  veritable  longueur  de  l'annee,  nous  nous

abstiendrons  de  prononcer  sur  ce  sujet;  aussi  n'avons­nous  eu  d'autre  objet

dans  les  details  que  nous  venons  de  donner,  que  de  faciliter  les  moyens

de  se  mettre  au  fait  des  fractions  continues  et  de  leurs  usages;  dans  cette

vue  nous  ajouterons  encore  l'exemple  suivant.

EXEMPLE  II

21.  Nous  avons  deja  donne,  (art.  8),  la  fraction  continue  qui  exprime  le
rapport  de  la  circonförence  du  cercle  au  diametre,  en  tant  qu'elle  resulte  de
la  fraction  de  LUDOLPH;  ainsi  il  n'y  aura  qu'ä  calculer,  de  la  maniere  en­
seignee  dans  l'exemple  precedent,  la  serie  des  fractions  convergentes  vers  ce
meme  rapport,  laquelle  sera
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3,

3

1

7, 15, 1,

22 333 355
9 7 ' 106' 113'

1, 3,

1146408 4272943

292,

103993

33102 '

1,

5419351

1,

104348

33215 '

14,

80143857

1, 1, 2,

208341 312689 833719

66317 ' 99532 ' 265381'

2, 1,

165707065 245850922

364913' 1360120' 1725033' 25510582' 52746197' 78256779'

l,

411557987

2,

1068966896

2,

2549491779

2,

6167950454

2,

14885392687

131002976' 34026273l' 811528438' 1963319607' 4738167652'

l,

21053343141

84,

1783366216531

2,

3587785776203

l,

5371151992734

6701487259 ' 567663097408 ' 1142027682075' 1709690779483'

l,

8958937768937

15,

139755218526789

3,

428224593349304

13,

5706674932067741

2851718461558' 44485467702853 ' 136308121570117' 1816491048114374'

2,

66627445592888887

1952799169684491' 9627687726852338 ' 21208174623389167'

l,

6134899525417045

4,

30246273033735921

6,

430010946591069243

136876735467187340'

6,

2646693125139304345

842468587426513207 '

l,

3076704071730373588

979345322893700547

Ces  fractions  seront  donc  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes
que  la  vraie  raison  de  la  circonference  au  diametre,  c'est­a­dire  que  la pre­
miere  ~  sera  plus  petite,  la  seconde  y  plus  grande,  et  ainsi  de  suite;  et
chacune  d'elles  approchera  plus  de  la  verite  que  ne pourroit faire  toute autre
fraction  qui  seroit  exprimee  en  termes plus simples,  ou, en general, qui auroit
un  denominateur  moindre  que  le  denominateur  de  la  fraction  suivante;  de
sorte  que  Ton  peut  assurer  que  la  fraction  —  approche  plus  de  la  verite  que
ne  peut  faire  aucune  autre  fraction  dont  le  denominateur  seroit  moindre
que  7;  de  meme  la  fraction  y  approchera  plus  de  la  verite  que  toute  autre
fraction  dont  le  denominateur  seroit  moindre  que  106, et  ainsi  des  autres.
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Quant  k  Terreur  de  chaque  fraction,  eile  sera  toujours  moindre  que
Tunite  divisee  par  le  produit  du  denominateur  de  cette  fraction  par  celui  de

s  •  ila  fraction  suivante.  Ainsi  Terreur  de  la  fraction  y  sera  moindre  que  y?
celle  de  la  fraction  y  sera  moindre  que  ^Aös'  et  ainsi  de  suite.  Mais  en
meme  temps  Terreur  de  chaque  fraction  sera  plus  grande  que  Turnte  divisee
par  le  produit  du  denominateur  de  cette  fraction,  par  la  somme  de  ce  de­
nominateur  et  du  denominateur  de  la  fraction  suivante;  de  sorte  que  Terreur

0  ­f  QO

de  la  fraction  y  sera  plus  grande  que y?  celle  de  la  fraction  y  plus grande
que  y­jiäj  et  ainsi  de  suite,  (art.  14).

Si  on  vouloit  maintenant  separer  les  fractions  plus  petites  que  le  rap­
port  de  la  circonference  au  diametre,  d'avec  les  plus  grandes,  on  pourroit,
en  inserant  les  fractions  intermediaires  convenables,  former  deux  suites  de
fractions,  les  unes  croissantes  et  les  autres  decroissantes  vers  le  vrai  rapport
dont  il  s'agit;  on  auroit  de  cette  maniere

Fractions  plus  petites  que

3  25  47  69  91  113  135  157  179  201  223  245  267  289  311  333
T'  ~8~'  15'  22'  29'  ~36~'  ~43~'  ~5Ö~'  ~57~'  "64"'  ~7l~'  ~78~'  ~85~'  ~W'  ~99~'  106'

688 1043 1398 1753 2108 2463
______ ______ PT/C*

219' 332 ' 445 ' 558 ' 671 ' 784 '

Fractions  plus  grandes  que ^~^

4 7 1 0 1 3 1 6 1 9 2 2  355  104348  312689  1146408  5419351  85563208
l'  2' T' T' T' T' T'  Tl3'  33215 '  99532~'  364913 '  1725033'  27235615'

165707065  411557987  1480524883
52746197 ' 131002976' 471265707 '

etc.

Chaque  fraction  de  la  premiere  serie  approche  plus  de  la  verite  que  ne
peut  faire  aucune  autre  fraction  exprimee  en  termes  plus  simples,  et  qui
pecheroit  aussi  par  defaut;  et  chaque  fraction  de  la  seconde  serie  approche
aussi  plus  de  la  verite  que  ne  peut  faire  aucune  autre  fraction  exprimee  en
termes  plus  simples  et  pechant  par  exces.

Au  reste  ces  series  deviendroient  fort  prolixes,  si  on vouloit  les  pousser
aussi  loin  que  nous  avons  fait  celle  des  fractions principales  donnee ci­dessus.
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Les  bornes  de  cet  Ouvrage  ne  nous  permettent  pas  de  les  inserer  ici  dans
toute  leur  etendue,  mais  on  peut  les  trouver  au  besoin  dans  le  chap.  XI  de
l'Algebre  de  WALLIS,  (Operum  Mathemat.  vol.  IL).

REMARQUE

22.  La  premiere  solution  de  ce  probleme  a  ete  donnee  par  WALLIS  dans
un  petit  Traite  qu'il  a  joint  aux  (Euvres  posthumes  d'HoRROCius,  et  on  la
retrouve  dans  Tendroit  cite  de  son  Algebre;  mais  la  methode  de  cet  Auteur
est  indirecte  et  fort  laborieuse.  Gelle  que  nous  venons  de  donner  est  due  k
HUYGHENS,  et  on  doit  la  regarder  comme  une  des  principales  decouvertes  de
ce  grand  Geometre.  La  construction  de  son  automate  planetaire  parolt  en
avoir  ete  Toccasion.  En  effet  il  est  clair  que  pour  pouvoir  representer
exactement  les  mouvemens et  les  periodes  des  planetes,  il  faudroit  employer
des  roues  oü  les  nombres  des  dents  fussent  precisement  dans  les mßmes  rap­
ports  que  les  periodes  dont  il  s'agit;  mais  comme  on  ne  peut  pas multiplier
les  dents  au­delk  d'une  certaine  limite  dependante  de  la  grandeur  de la  roue,
et  que  d'ailleurs  les  periodes  des  planetes  sont  incommensurables,  ou  du
moins  ne  peuvent  etre  representees  avec  une  certaine  exactitude  que  par  de
tres­grands  nombres,  on  est  oblige  de  se  contenter  d'un  ä­peu­pres,  et  la  dif­
ficulte  se  reduit  a  trouver  des  rapports  exprimes  en plus  petits nombres,  qui
approchent  autant  qu'il  est  possible  de  la  verite,  et  plus  que  ne  pourroient
faire  d'autres  rapports  quelconques  qui  ne  seroient  pas  con§us  en  termes
plus  grands.

M.  HUYGHENS  resoüt  cette  question  par  le  rnoyen  des  fractions  continues,
comme  nous  Tavons  fait  ci­dessus;  il  donne  la  maniere  de  former  ces  frac­
tions  par  des  divisions  continuelles,  et  il  demontre  ensüite  les  principales
proprietes  des  fractions  convergentes  qui  en  resultent,  sans  oublier  meme  les
fractions  intermediaires.  Voyez  dans  ses  Opera  postJiuma  le  Traitö  intitule
Descriptio  automati  planetarii.

D'autres  grands  Geometres  ont  ensuite  considere  les  fractions  continues
d'une  maniere  plus  generale.  On trouve  sur­tout  dans  les  Commentaires  de
Petersbourg,  (tom. IX  et  XI  des anciens,  et  tom. IX et  XI des nouveaux),  des
Memoires  de  Mr.  EULER x)  remplis  des  recherches  les  plus  savantes  et  les  plus

1)  Voir  les  memoires  71,  123,  281  et  323  (suivant V Index  &ENESTRÖM),  LEONHARDI  EULERI
Opera omnia,  series  I, vol. 10  et  2.  H.  W.
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ingenieuses  sur  ce  sujet;  mais  la  theorie  de  ces  fractions,  envisagee  du  cöte
arithmetique  qui  en  est  le  plus  interessant,  n'avoit  pas  encore  ete,  ce  me
semble,  autant  cultivee  qu'elle  le  meritoit;  c'est  ce  qui  m'a  engage  k  en com­
poser  ce  petit  Traite  pour  la  rendre  plus  familiere  aux  Geometres.  Voyez
aussi  les  Memoires  de  Berlin  pour  les  annees  1767  et  1768.1)

Au  reste  cette  theorie  est  d'un  usage  tres­etendu  dans  toute  TArith­
metique,  et  il  y  a  peu  de  problemes  de  cette  science,  au  moins  parmi  ceux
pour  lesquels  leg  regles  ordinaires  ne  suffisent  pas,  qui  n'en  d^pendent
directement  ou  indirectement.  Mr.  JEAN  BERNOULLI vient  d'en  faire une  appli­
cation  heureuse  et  utile  dans  une  nouvelle  espece  de  calcul  qu'il  a  imagine
pour  faciliter  la  construction  des  tables  de  parties  proportionnelles.  Voyez
le  tome  I  de  son  Eecueil  pour  les Astronomes.

1)  Voir  la  note  p. 514.  H. W.

LEONHARDI  EÜLERI  Opera  omnia  Ii  Algebra  68



PARAQRAPHE  II

SOLUTIONS  DE  QUELQUES  PROBLEMES  CURIEUX  ET  NOUVEAUX
D'ARITHMETIQUE

Quoique  les  problemes  dont  nous  allons  nous  occuper  aient  un  rapport
immediat  avec  le  precedent,  et  dependent  des  mömes  principes,  nous  croyons
cependant  devoir  les  traiter  d'une  maniere  directe,  et  sans  rien  supposer  de
ce  qui  a  ete  demontre  jusqu'ici.

On  aura  par  ce  moyen  la  satisfaction  de  voir  comment  dans  ces  sortes
de  matieres  on  est  necessairement  conduit  ä  la  theorie  des  fractions  conti­
nues;  d'ailleurs cette  theorie  en  deviendra  beaucoup plus  lumineuse,  et  recevra
par­lk  de  nouveaux  degres  de  perfection.

PROBLEME  I

23.  Etant  donne'e  une  quantite  positive  a,  rationnette  ou  non,  et  supposant

que  p  et  q  ne  puissent  etre  que  des  nombres  entiers  positifs  et  premiers  entr'eux,

on  demande  de  trouver  des  valeurs  de  p  et  q,  telles  que  la  valeur  de  p  —  aq,

(abstraction  faite  du  signe),  soit  plus  petite  qu'elle  ne  seroit,  si  on  donnoit  ä  p

et  q  des  valeurs  moindres  quelconques.

Pour  pouvoir  resoudre  ce  probleme  directement,  nous  commencerons par
supposer  que  Ton  ait  en  effet  deja  trouve  des  valeurs  de  p  et  q  qui  aient
les  conditions  requises;  donc  prenant  pour  r  ei  s  des  nombres  quelconques
entiers  positifs  moindres  que  p  et  q,  il  faudra  que  la  valeur  de p — aq  soit
moindre  que  celle  de  r — äs,  abstraction  faite  des  signes  de  ces  deux  quan­
tites,  c'est­ä­dire  en  les  prenant  toutes  deux  positivement.  Or  je  remarque
d'abord  que  si  les  nombres  r  et  s  sont  tels  que  p s — 2^ = +1,  le  signe
superieur ayant lieu  lorsque jp — a q  est  un  nombre positif,  et  Tinferieur,  lorsque
p — a q  est  un  nombre  negatif,  on  en  peut  conclure  en  general  que  la  valeur
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de  tonte  expression  y — a z  sera  toujours  plus  grande,  (abstraction  faite  du
signe),  que  celle  de p — aq,  tant  qu'on  ne  donnera k  z  et  ä  y  que  des  valeurs
entieres,  moindres  que  celles  de p  et  q.

En  ejffet,  il  est  clair  qu'on  peut  supposer  en  general

y=pt­{­ru,  et  z =

t  et  u  etant  deux  inconnues;  or  par  la  resolution  de  ces  equations  on  a

sy­rz  qy—p*.
(/ ­ ­­­ ­  W/ ­ ­ ,

ps  — qr  qr—­ps

donc,  ä  cause  de  ps — qr = + l,  t = + (sy — rs),  et  u = + (qy  — pz)\
d'oü  Ton  voit  que  t  et  u  seront  toujours  des  nombres  entiers,  puisque
jp,  q,  r,  s  et  y,  z  sont  supposes  entiers.

Donc,  t  et  u  etant  des  nombres  entiers,  et  p,  q, r, s  des  nombres  entiers
positifs,  il  est  clair  que  pour  que  les  valeurs  de  y  et  z  soient  moindres  que
celles  de p  et  q,  il  faudra  necessairement  que  les  nombres  t  ei  u  soient  de
signes  differens.

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur  de  r — äs  sera  aussi  de  different

signe  que  celle  de  p — aq]  car  faisant  p — aq =  P,  et  r — as =  R,  on  aüra

£­*=*a­\ — ,  — =  a H — ;  mais Teqüation ps — qr =  +  l,  donne — — ~ =  + ~;q  '  q'  S  l  89  *  . T 2  _L_  ?  q  s  _L_0 S )
P  7?  l

donc  ­­  y  =  + ™;  donc,  puisqu'on  suppose  que le  signe  ambigu  soit  pris

conformement  k  celüi  de  la  qüantite  p — aq  oü  P,  il  faudra  que  la  qüantite
­p  jp

— — Y  soit  positive,  si  P  est  positif,  et  negative,  si P  est  negatif ;  or comme
TO

s  est  <  q,  et  que  E  est  plus  grand  que P,  (%p.),  il  est  clair  que y  sera  a
•p

plus  forte  raison  plus  grand  qüe  — ,  (abstraction  faite  du  signe);  donc  la
•p JD JO

qüantite  ­­­  ­  sera  toujours  de  signe  different  de  —,  c'est­k­dire  de  E,

puisque  s  est  positif;  donc  P  et  R  seront  necessairement  de  signes  differens.

Cela  pose,  on  aura,  en  substitüant  les  valeurs  ci­dessus  de  y  et  z,
y — az =  (p — aq) t ­f  (r — äs) u =  Pt +  Ru\  or  t et u  etant de signes  differens,
aussi  bien  que  P  et  R,  il  est  clair  que  Pt  et  Ru  seront  des  quantites  de
memes  signes;  donc  püisqne  t  et  u  sont  d'ailleurs  des  nombres entiers,  il  est
visible  qüe  la  valeur  de  y — a z  sera  toujours  plus  grande  que  P,  c'est­k­dire
que  la  valeur  de p — a q,  abstraction  faite  des  signes.

Mais  il  reste  maintenant  k  savoir  si,  les  nombres p  et  q  etant  donnes,
on  peut  toujours  trouver  des  nombres  r  et  s  moindres  qüe  ceux­la,  et  tels

68*
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qüe ps — qr = +1,  les  signes  ambigus  etant  k  volonte;  or  cela  süit  övidem­
ment  de  la  theorie  des  fractions  continues;  mais  on  peut  aussi  le demontier
directement  et  independamment  de  cette  theorie.  Gar  la  difficulte  se  reduit
a  prouver  qu'il  existe  necessairement  un  nombre  entier  positif  et  moindre
que p,  lequel  etant  pris  pour  r,  rendra  qr + l  divisible  par p\  or  supposons
qu'on  substitue  successivement  k  la  place  de r  les nombres naturels  l, 2, 3, etc.
jusqu'ä  jp,  et  qu'on  divise  les  nombres  q + 1,  2q + l,  3^ +  1, etc. pq +1
par  p,  on  aura p  restes  moindres  que p,  qui  seront  necessairement  tous dif­
ferens  les  uns  des  autres;  car  si,  par  exemple,  wiq +1 et  nq + 1,  (m et  n
etant  des  nombres  entiers  differens  qui  ne  surpassent  pas  p),  etant  divises
par p,  donnoient  un  meme  reste,  il  est  clair  que  leur  difference,  (m — n)q,
devroit  etre  divisible  par  p\  or  c'est  ce  qui  ne  se  peut,  k  cause  que  q  est
premier  a p,  et  que  m — n  est  un  nombre  moindre  que p.  Donc,  puisque
tous  les  restes  dont  il  s'agit  sont  des  nombres  entiers  positifs  moindres que
p  et  differens  entr'eux,  et  que  ces  restes  sont  au  nombre de p,  il  est  clair
qu'il  faudra  necessairement  que  le  zero  se  trouve  parmi  ces  restes,  et con­
sequemment  qu'il  y  ait  un des nombres q + 1,  2q + l,  3^ +  1, etc. M + l,
qui  soit  divisible  par  p]  or  il  est  clair  que  ce  ne  peut  etre  le  dernier;  ainsi
il  y  aura  surement  une valeur  de r  moindre  que p,  laquelle  rendra  rq + l
divisible  par p\  et  il  est  clair  en  meme temps  que  le  quotient  sera  moindre
que  q\  donc  il  y  aura  toujours  une  valeur  entiere  et  positive  de  r moindre
que p,  et  une  autre  valeur  pareille  de  s  et  moindre  que  q,  lesquelles  satis­
feront  k  Tequation  s =  g r— 1 ,  ou p s — qr = + 1.

24.  La  question  est  donc  reduite  maintenant  ä,  trouver  quatre  nombres
entiers  et  positifs,  p,  q,  ry  s,  dont  les  deux  derniers  soient  moindres  que  les
premiers,  c'est­ä­dire  r<p  et  s < q,  et  qui  soient  tels  que  p s — 3^ = ihl>
que  de plus  les  quantites  p — aq  et  r — äs  soient  de  signes  differens,  et  qu'en
meme  temps  r — äs  soit  une  quantite  plus  grande  que  p — aq,  abstraction
faite  des  signes.

Designons,  pour  plus  de  simplicite,  r  par  p1  et  s  par  q1,  en  sorte  que
Ton  ait  pq1 — yp1 =+ 1]  et  comme  q>qT,  (typ.),  soit  /a  le  quotient  qui
proviendroit  de  la  division  de  q  par  q1,  et  soit  le  reste  f,  qui  sera  par
consequent  <  q1;  soit  de  meme  (jf  le  quotient  de  la  division  de  q1  par  q11,
et  q111  le  reste,  qui  sera  <  gn;  pareillement  soit  /a11  le  quotient  de la  division
de  q11  par  q111,  et  q™  le  reste  <  #m,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'ä  ce  qu'on par­
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vienne  a  ün  reste  nul;  on' aura  de  cette  maniere

q  =

f­^qT+f,  etc.

oü  les  nombres  /u,,  /u,1,  /u,11,  etc.  seront  tous  entiers  et  positifs,  et  oü  les
nombres  q,  q1,  q11,  q111,  etc. seront  aussi  entiers  positifs,  et  formeront une  suite
decroissante  jusqu'ä  zero.

Supposons  pareillement

P  =/"/  +PU

+JP™

, etc.

Et  comme  les  nombres  p  et  p1  sont  regardes  ici  comme  donnes,  aussi  bien
que  les  nombres  ^,  p1,  /u,11,  etc. on  pourra  d^terminer  par  ces  equations  les
nombres  p11,  p111,  p™,  etc. qui  seront  evidemment  tous  entiers.

Maintenant,  comme  on  doit  avoir  pc£ — qpI=+I,  on  ^ur^  aussi,  en
substituant  les  valeurs  prec^dentes  de  p  et  q,  et  effa^ant  ce  qui  se  detruit,
puq1 — qupI= + l',  et  substituant  de  nouveau  dans  cette  equation  les  valeurs
de  p1  et  (f,  il  viendra pllq111 — Srliyil= + l?  e^  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on
aura  en  general

pq1  —qp1  = + l

^­^= + 1, etc.

Donc,  si  q111,  par  exemple,  etoit  nul, on  auroit  — qllpiu= + 1;  donc
# n =l  et  jpra= + l;  mais  si  qiy  etoit  =0,  on auroit  — 3^^ =  4­1;  donc
grm=l  et  piy  =  +  1;  donc  en general,  si ^ = 0,  on  aura  ^~1=1;  et en­
suite  p? = + 15  si  Q  est  pair,  et  p? = + l,  si  Q  est  impair.

Or,  comme  on  ne  sait  pas  d'avance  si  c'est  le  signe  superieur  ou  Tin­
ferieur  qui doit avoir lieu, il  faudroit  supposer successivement p* =  l  et  == — 1;
mais  je  remarque  que  Ton  peut  toujours  ramener  Tun  de  ces  cas  k  Tautre;
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et  pour  cela  il  est  clair  qull  suffit  de  prouver  qu'on  peut  toujours  faire  en
sorte  que  le  y  du  terme  q?  qui  doit  etre  nul, soit  pair  ou  impair  k volonte.
En  effet,  supposons,  par  exemple,  que  qiv  soit  =0,  on  aura  donc  gm=l  et
qa>l,  c'est­k­dire  g11 =2  ou  >  2,  k  cause  que  les  nombres  g,  g1,  g11,  etc.
forment  naturellement  une  serie  decroissante;  donc,  puisque  q11 =  /u11 q111 +  #IV,
on  aura  q11 = ^n,  de  sorte  que  /a11  sera = ou >  2;  ainsi  on  pourra,  si  Ton
veut,  diminuer  /a11  d'une  unite,  sans  que  ce nombre devienne nul,  et  alors  qly,
qui etoit  =0,  deviendra =1,  et  g*  sera  =0;  car mettant  p?— l  a  la  place
de  p*,  on aura  q11 = (^  — 1)q111 +  #IV;  mais  2n = ^n,  2m =  l;  donc  #IV=1;
ensuite  ayant  qiu =  tiIuqiy­\­  <f,  c'est­a­dire  l = ^m+gv,  on  aura  necessaire­
ment  ^m=l  et 2V=0.

De­la  on  peut  donc  conclure en  general  que, si  g? =  0,  on aura ^­1=1
et ̂  = + 1, le  signe  ambigu  etant  ä  volonte.

Maintenant,  si  on  substitue  les  valeurs  de  p  et  q  donnees  par  les  for­
mules  precedentes  dans p — aq,  celles  de  p1  et  q1  dans  p1 — a q1,  et  ainsi  des
autres,  on  aura

p  —aq  =[t  (p1  —aq1  )+pn—aq11

p*  ­atf  ­^  CPn­a2n)+jT­a2
in

p* ­  aq11 ­  ^n (pm ­  aq111) +/v­ a2
IV

jpm_ a2
m = ̂ m(/v ­  a2

IV)  +jpv ­  aq\ etc.
d'oü  Ton  tire

_  aq11— p11  p — aq
t1

  " /*»! _  ^^vl  "T"p1 — aq1  pI­~aq1

^ ^,v  ..v  ^ni
m_  «9 ­J»  •  l»  ­

­t—  ­ ~

— aq­  '  piy  — aqiy  '

Or,  comme,  (%jp.),  les  quantites  p  — aq  et  p1  — aq1  sont  de  signes dif­
ferens,  et  que  de  plus  p1 —  acf  doit  etre,  (abstraction  faite  des  signes),

>p  — a q,  il  s'ensuit  que  ff^SI  sera  une  quantite  negative  et  plus  petite
p  — «2

que  Tunite.  Donc,  pour  que  /a  soit  un  nombre  entier  positif,  comme  il  le

faut,  il  est  clair  que  ag
I  ~~­T  doit  etre  une  quantite  positive plus grande que

p  — aq
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l'unite;  et  il  est  visible  en  meme  temps  que  /u,  ne  peut  etre  que  le  nombre

entier,  qui  est  imm^diatement  moindre  que  a\  ~P
T  ,  c'est­k­dire,  qui est con­

p  —aq.
tenu  entre ces limites  a\  "p,~  et  a\  ^p

l  — 1; car puisque  — ­I"^ag
f>0 et <1,

p  —  aq_  p  — aq  p  —  aq
aqu—pn  ,  aö11­»11  ­,

on  aura  u, < ­f ­ v  et  > ~i — "4 ­­  l­
^

II  II
De  meme,  puisque  nous  venons  de voir  que  ­f  ~­  doit  etre  une quan­

p  —aq

tite  positive  plus  grande  que  l'unite,  il  s'ensuit  que  p
II~~a*II  sera  une  quan­

tite  negative  plus  petite  que  l'unite,  (je  dis  plus  petite  que  l'unite,  en  fai­

sant  abstraction  du  signe).  Donc,  pour  que  /a1  soit  un  nombre  entier  positif,

il  faudra  que  aq
1I  ~p^  soit  une  quantite  positive  plus  grande  que l'unite,  et

p  —  aq
le  nombre ^  ne  pourra  etre  par  consequent  que le  nombre  entier,  qui  sera

in  in
immediatement  au­dessous de  la  quantite  —n  *­=­ •

p  —aq

On  prouvera  de  la  meme  maniere  et  par  la  consideration,  que  /a11  doit
IV  IV

etre  un  nombre  entier  positif,  que  la  quantite  —^—~­^  sera  necessairement

positive  et  au­dessus  de  l'unite,  et  que  /u11  ne  pourra  £tre  que  le  nombre
entier,  qui  sera  immödiatement  au­dessous  de  la  meme  quantite,  et  ainsi
de  suite.

II  s'ensuit  de­lä,  1°.  que  les  quantites  p  — aq,  p1 — aq1,  p11  — aq11,  etc.
seront  successivement  de  signes  differens,  c'est­ä­dire  alternativement  positives
et  negatives,  et  qu'elles  formeront une  suite  continuellement  croissante;  2°. que
si  on  designe  par  le  signe  <  le nombre entier,  qui est  immediatement moindre
que  la  valetir  de  la  quantite  placee  apres  ce  signe,  on  aura  pour  la  deter­
mination  des  nombres  /a,  /u,1,  /u,11,  etc.

^  af­p"

..*•  .x­*  •*  ~__

A*  <  pv­aq11

Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  serie  q,  ,̂  qu,  etc.  doit  se  terminer
par  zero,  et  qu'alors  le  terme  precedent  sera  =  l,  et  le  terme  correspondant
k  zero  dans  Tautre  serie  p,  p1, pu,  etc.  sera  == +1 a  volonte.
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Ainsi  supposons,  par  exemple,  que  Ton ait  qiy = 0,  on  aura  donc grIII=l
etjp l v=l;  donc  pui — aqm==piu — a,  et  p™—aqiy=l',  donc  il  faudra  que
p111 — a  soit  une  quantite  negative  et  moindre  que  l,  abstraction  faite  du
signe;  c'est­k­dire  que  a—p111  devra  etre  >0  et  <  1;  de  sorte  que  p111  ne
pourra  6tre  que  le  nombre  entier,  qui  sera  immediatement  au­dessous de  a;
on  connoltra  donc  les  valeurs  de  ces  quatre  termes

p" = 1  q" = 0

a  Taide  desquelles  on pourra,  en remontant  par  les formules  ci­dessus,  trouver
tous  les  termes  precedens.  En  effet  on  aura  d'abord la valeur  de jiu,  ensuite
on  aura  p11  et  q11  par  les  formules  p11 =  /Lt,npul  +^>IV  fct  f  =  /"n?m+ 2IV;
de­lk  on  trouvera  fjf  et  ensuite  p1  et  g1,  et  ainsi  du  reste.

En  general  soit  ^ = 0,  on aura  q^1 et^=l;  et  on prouvera,  comme
ci­dessus,  que p?"1  ne  pourra  etre  que  le  nombre  entier  qui  est  immediate­
ment  au­dessous  de  a;  de  sorte  qu'on  aura  ces  quatre  termes

p  =1  $  =0

p?~l <  a  2?~1==5 l j
ensuite  on  aura

.  aq?­yß  ^  l
a—p?9*

,
t"

et  ainsi  de  süite»

On  pourra  donc  remonter  de  cette  maniere  aux  premiers  termes  p  et  q\
mais  nous  remarquerons  que  tous  les  termes  suivans,  p1,  q1, p11,  q11,  etc.  jouis­
sent  des  memes  proprietes  que  ceux­lk,  et  resolvent  egalement  le  probleme
propose.  Gar  il  est  visible  par  les  formules  precedentes  que  les  nombres
jp, p1, p11,  etc.  et  q,  q1,  q11, etc.  sont  tous  entiers  positifs,  et  forment  deux series
continuellement  decroissantes,  dont  la  premiere  se  termine  par  Tunite,  et  la
seconde  par  zero.

De  plus,  on  a  vu  que  ces  nombres  sont  tels,  que  pq1 — qpI= + l>
plq11 — qIpII  = + l,  etc.  et  que  les  quantites  p — a q,  p1 — aq1,  pII—aq11,  etc.
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sont  alternativement  positives  et  negatives,  et  forment  en  m£me  temps  tine
stiite  continuellement  croissante.  D'oü  il  suit  que  les  meines  conditions  qui
ont  lieu  entre  les  quatre  nombres  p,  q, r, s,  ou p,  q, p1,  q1,  et  <Toü  depend  la
solution  du  probleme,  comme  on  Ta  vu  plus  haut,  ont  lieu  egalement  entre
les  nombres  p\  q\  p11,  q11,  et  entre  ceux­ci,  p11,  q11,  p111,  qul,  et  ainsi  de  süite.

Donc,  en  commen^ant  par  les  derniers  termes  pQ  et  #?,  et  remontant
toujours  par  les  formules  qu'on  vient  de  trouver,  on  aura  successivement
toutes  les  valeurs  de p  et  q  qui  peuvent  resoudre  la  question  proposee.1)

1)  Dans  Tavertissement  de  toutes  les  editions  ulterieures  se  trouve  la  remarque  suivante:
„Dans  cette  nouvelle edition,  on  a  fait  quelques  changements a  Vanaljse  du  Probleme  I  du §  II,
pour la  rendre plus directe et plus  facile a suivre".  II est possible que ces changements proviennent de
LAGRANGE  lui­meme,  bien  qu'on  ne  puisse  le  prouver.  Abstraction  faite  de  quelques  modifications
de  redaction,  Tessentiel  de  ces changements consiste  en  ceci:

II  s'agit  de  la  determination  de  la  serie  croissante  de  grandeurs:

p — ag,  p1 — aq1,  p11 — a#n,  etc.

Dans  la  plus  ancienne edition  qui  a  servi  de  base  a  celle­ci  et  qui  date  de  1774,  on  ne suppose
connu  que les quatre  nombres p,  q, p\ q\  satisfaisant  a  la  condition p g1 —  qp1 = ̂  1.  Puis, on
determine  les  f*  ainsi  que  les #n, #m, etc.  par  Falgorithme  d'EucLiDE:

e­rf+f,  «I­»*Ifln + «in,  f­fiF  + F, etc.
ensuite  les  p11,  jpm,  jplv,  etc. par  les  equations:

P­M? + lP,  Pl=lSpa  + Pm,  Pn=^Vn+J>IV,  etc.

II  faut  alors  demontrer,  par  une  longue  serie  de  considerations, que  les grandeurs pi —  a<£  forment
une  serie  croissante.

Dans  la  redaction  ulterieure,  le  point  de  depart  est  la  serie  d'equations

pqI­qpl^±l,  p*qu ­  q*p11 = + l ,  pnffm ­  2njpm ­  ± l , etc.

oü  Ton  sait  deja  que  les  jp, p\  p11,  etc. d'une  part,  les  q,  g1,  g11, etc. d'autre  part,  sont  des
suites  d^croissantes  de  nombres,  et  que  les  p* — a q*  vont  en  augmentant.  De ces equations,  il  suit:

etc.

et  de  la,  vu  que  jp*  et  q*  sont  premiers  entr*eux:

P  **  f­ P1  + ^n  # =  f*  Ö'1  +

P1­

etc.  etc.
H.  W.

LEONHARDI  EULERI  Opera  omnia  II  Algebra
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25.  Comme  les  valeurs  des  termes  p?, p?'1, etc.  q^,  qQ~l, etc. sont  indepen­
dantes  de  Texposant  (>,  nous  pouvons  en  faire  abstraction,  et  designer  les
termes  de  ces  deux  series  croissantes  de  cette  maniere,

p*, p\ /J, pui, p",  etc.  2°,  q\  q11,  q111,  qiy, etc.

ainsi  nous  aurons  les  determinations  suivantes,

/ =1  2° =0

jp1  =^  g1  =1

etc.  etc.

Ensuite
/a  <  a

a— [

aq111 ­p111

~  '

oü  le  signe  <  denote  le  nombre  entier  qui  est  immediatement  moindre  que
la  valeur  de  la  quantite  placee  apres  ce  signe.

On  trouvera  ainsi  successivement toutes  les  valeurs  de p  et  q  qui pour­
ront  satisfaire  au  probleme,  ces valeurs  ne  pouvant  etre  que  les  termes cor­
respondans  des  deux  series

/,V, p",  p™,  etc.  et  3»,  tf,  f,  qm, etc.
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COROLLAIRE  I
26.  Si  on  fait

, _  j>°­ «g°
U  ­r  ­r

«g1—p1

V­«g"

on  aura,  comme  il  est  facile  de  le  voir,

6—1­
a — u,

d = ­ fl ,  etc.
C—flu9

et  [ji<a,  ^<6,  ju,u<c,  fJu<d,  etc.  donc  les  nombres  /^,  ^x,  /^n,  etc.  ne
seront  autre  chose  que  ceux  que  nous  avons  d^signes  par  a,  /?,  y,  etc.  dans
Tart.  3,  c'est­ä­dire  que  ces  nombres  seront  les  termes  de  la  fraction  continue
qui  repr^sente  la  valeur  de  a,  en  sorte  que  Ton  aura  ici

a = ̂  + 7?+­l^ + p* +,  etc.

Par  consequent  les  nombres  _pT,  pu,  p111,  etc.  seront  les  numerateurs,  et
les  denominateurs  des  fractions  convergentes  vers  a,  fractions

que  nous  avons  designees  ci­devant  par  ^r?  ^F?  ^r?  e^c.  (art. 10).
Ainsi  tout  se  reduit  k  convertir  la  valeur  de  a  en  une  fraction  continue,

dont  tous  les  termes  soient  positifs,  ce  qu'on  peut  executer  par  les methodes
exposees  plus  haut,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  prendre  toujours  les  valeurs
approchees  en  defaut;  ensuite  il  n'y  aura  plus  qu'a  former  la  suite  des  frac­
tions  principales  convergentes  vers  a,  et  les  termes  de  chacune  de  ces  frac­
tions  donneront  des  valeurs  de p  et  g,  qui  resoudront  le  probleme  propose;

de  sorte  que  — ne  pourra  etre  qu'une  de  ces  memes  fractions.

COROLLAIRE  II

27.  II  resulte  de ­1k  une  nouvelle  propriete  des  fractions  dont  nous  par­

lons;  c'est  que  nommant  — une  des  fractions  principales  convergentes  vers  a,
69*
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(pourvu  qu'elles  soient  deduites  d'une  fraction  continue,  dont  tous  les  termes
soient  positifs),  la  quantite  p — aq  aura  toujours  une  valeur  plus  petite, (ab­
straction  faite  du  signe),  qu'elle  n'auroit,  si  on  y  mettoit  a  la  place  de  p
et  q  d'autres  nombres  moindres quelconques.

PROBLEME  II

28.  Etant  proposee  la  quantite

Apm+Bpm~lq + Cpm­*q2 + ,  etc. +  Vqm,

dans  laquelle  A,  B,  C,  etc. sont  des  nombres  entiers  donnes  positifs  ou  negatif s,

et  ou  p  et  q  sont  des  nombres  indetermines  qu'on  suppose  devoir  etre  entiers  et

positifs]  on  demande  quelles  valeur s  on  doit  donner  ä p  et  q,  pour  que  la  quantite

proposee  devienne  la  plus  petite  qu'il  est  possible.

Soient  a,  ß,  y,  etc. les  racines  reelles,  et  /u + vV — l,  n + yV — l, etc.
les  racines  imaginaires  de  l'equation

Atf*  + Bxm~l + <7#m­2 + ,  etc. +  F=0,

on  aura  par  la  theorie  des  öquations

etc.  +  Vqm = A(p — aq)(p  — ßq)(p  — yq)...

_(^_y^^

Donc  la  question  se  reduit  a  faire  en  sorte  que  le  produit  des  quantites
p — aq,  p — ßq,  p — yq,  etc.  et  (p — pqf  ­}­  v*<f,  (p — nqf+Q?q*,  etc. soit  le
plus  petit  qu'il  est  possible,  tant  que p  et  q sont  des nombres  entiers  positifs.

Supposons  qu'on  ait  trouve  les  valeurs  de p  et  q  qui  repondent  au  mi­
nimum;  et  si  Ton  met  a  la  place  de p  et  q  d'autres  nombres  moindres,  il
faudra  que  le  produit  dont  il  s'agit,  acquiere  une  valeur  plus  grande.  Donc
il  faudra  necessairement  que  quelqu'un  des  facteurs  augmente  de  valeur.  Or
il  est  visible  que  si  a,  par  exemple,  etoit negatif,  le  facteur p — a q diminue­
roit  toujours,  lorsque  p  et  q  decroitroient;  la  meme  chose  ajrriveroit  au
facteur  (p — /^)2+*/2är2

3  si  /a  etoit  negatif,  et  ainsi  des  autres;  d'oü il  s'ensuit
que  parmi  les  facteurs  simples  reels  il  n'y  a  que  ceux  ou  les  racines  sont
positives,  qui  puissent  augmenter  de  valeur;  et  parmi  les  facteurs  doubles
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imaginaires,  il  n'y  aura  que  ceux  oü  la  partie  reelle  de  la  racine  imaginaire
sera  positive,  qui  puissent  augmenter  aussi;  de  plus  il  faut  remarquer  a
Tegard  de  ces  derniers,  que  pour  que  (p  — ^qf­\­v*<f  augmente  tandis  que  p
et  q  diminuent,  il  faut  necessairement  que  la  partie  (p  — pqf  augmente,
parce  que  l'autre  terme  r*q*  diminue  necessairement;  de  sorte  que  Taugmen­
tation  de  ce  facteur  dependra  de  la  quantite  p — ̂ g,  et  ainsi  des  autres.

Donc  les  valeurs  de  p  et  q  qui  repojident  au  minimum,  doivent  etre
telles  que  la  quantite  p — a q  augmente,  en  donnant  a  p  et  q  des  valeurs
moindres,  et  prenant  pour  a  une  des  racines  reelles  positives  de  Tequation

Axm+Bxm~l+  Cxm~2 + ,  etc. + F=0,

ou  une  des  parties  reelles  positives  des  racines  imaginaires  de  la  meme
equation,  s'il  y  en  a.

Soient  r  et  s  deux  nombres  entiers  positifs  moindres  que  p  et  q\  il
faudra  donc  que  r — äs  soit  >p—  aq,  (abstraction  faite  du  signe  de  ces
deux  quantites).  Qu'on  suppose,  comme  dans  l'article  23,  que  ces nombres
soient  tels  que ps — qr = + l,  le  signe  superieur  ayant  lieu,  lorsque p — aq
est  positive;  et  Tinferieur,  lorsque p — a q  est  negative;  en  sorte  que  les deux
quantites  p — aq  et  r — äs  deviennent  de  differens  signes,  et  Ton  aura  exac­
tement  le  cas  auquel  nous  avons  reduit  le  probleme  precedent,  (art.  24),  et
dont  nous  avons  deja  donne  la  solution.

Donc,  (art.  26),  les  valeurs  de p  et  q  devront  necessairement  se  trouver
parmi  les  termes  des  fractions  principales  convergentes  vers  a,  c'est­ä­dire
vers  quelqu'une  des  quantites  que  nous  avons  dit  pouvoir etre  prises  pour  a.
Ainsi  il  faudra  reduire  toutes  ces  quantites  en  fractions  continues,  (ce  qu'on
pourra  executer  facilement  par  les  methodes  enseignees  ailleurs),  et  en  de­
duire  ensuite  les  fractions  convergentes  dont  il  s'agit,  apres  quoi  on  fera  suc­
cessivement  p  egal  a  tous  les  numerateurs  de  ces  fractions,  et  q  egal  aux
denominateurs  correspondans,  et  celle  de  ces  suppositions  qui  donnera  la
moindre  valeur  de  la  fonction  proposee,  sera  necessairement  aussi  celle  qui
repondra  au  minimum  cherche.

REMARQUE  I

29.  Nous  avons  suppose  que  les  nombres  p  et  q  devoient  etre  tous
deux  positifs;  il  est  clair  que  si  on  les  prenoit  tous  deux  negatifs,  il  n'en
resulteroit  aucun  changement  dans  la  valeur  absolue  de  la  formule propo­
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see;  eile  ne  feroit  que  changer  de  signe  dans  le  cas  oü  l'exposant  m  seroit
impair;  et  eile  demeureroit  absolument  la  meme,  dans  le  cas  oü  Texposant
m  seroit  pair;  ainsi  il  n'importe  quels  signes  on  donne  aux  nombres  p  et  g,
lorsqu'on  les  suppose  tous  deux  de  meines  signes.

Mais  il  n'en  sera  pas  de  meme,  si  on donne a p  et  q des signes  differens;
car  alors  les  termes  alternatifs  de  Tequation  proposee  changeront  de  signe,
ce qui en fera  changer  aussi aux racines  a, /?, y, etc.  /a + vV — l,  n + t>V—l,  etc.
de  sorte  que  celles  des  quantites  a, ß, y,  etc.  ^, n,  etc.  qui  etoient  negatives,
et  par  consequent  inutiles  dans  le  premier  cas,  deviendront  positives  dans
celui­ci,  et  devront  etre  employees  k  la  place  des  autres.

De­lä  je  conclus  en  general  que  lorsqu'on  recherche  le  minimim  de  la
formule  proposee  sans  autre  restriction,  sinon  que p  et  q  soient  des  nombres
entiers,  il  faut  prendre  successivement  pour  a  toutes  les  racines  reelles
a,  ß,  y,  etc.  et  toutes  les  parties  reelles  p, n,  etc.  des  racines  imaginaires  de
l'£quation

2+, etc. +  F=0,

en  faisant  abstraction  des  signes  de  ces  quantites;  mais  ensuite  il  faudra
donner  ä  p  et  q  les  meines  signes,  ou  des  signes  differens,  suivant  que  la
quantit^  qu'on  aura  prise  pour  a,  aura  eu  originairement  le  signe  positif  ou
le  signe  negatif.

REMARQUE  II

30.  Lorsque  parmi  les  racines  reelles  a, ß, y, etc.  il  y  en  a  de commen­
surables,  alors  il  est  clair  que  la  quantite proposee deviendra nulle,  en faisant
—  egal  ä,  une  de  ces  racines;  de  sorte  que  dans  ce  cas  il  n'y  aura  pas,  a
proprement  parier,  de  minimum;  dans  tous  les  autres  cas  il  sera  impossible
que  la  quantite  dont  il s'agit devienne zero,  tant que p  et  q seront des nombres
entiers;  or,  comme  les  coefficiens  A,  J5,  (7, etc.  sont  aussi  des  nombres  entiers,
(%P­)>  cette  quantite  sera  toujours  egale  k  un  nombre  entier,  et  par  conse­
quent  eile  ne  pourra  jamais  etre  moindre  que  Tunite.

Donc,  si  on  avoit  a  resoudre  en  nombres  entiers  Tequation

Apm+ Bpm'lq +  Cpm~2q2 +, etc. +  Vqm = + l,

il  faudroit  chercher  les  valeurs  de p  et  q  par  la  methode  du  probleme  pre­
cedent,  excepte  dans  les  cas  oü  Tequation

Axm + Bxm~l +  Cxm~  2 +,  etc. +  F=  0
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auroit  des  racines  ou  des  diviseurs  quelconques  commensurables;  car  alors  il
est  visible  que  la  quantite

Apm+Bpm­lq +  Q?m­y +, etc.

pourroit  se  decomposer  en  deux  ou  plusieurs  quantites  semblables  de  degres
moindres;  de  sorte  qu'il  faudroit  que  chacune  de  ces  formules  partielles  föt
egale  k,  Tunite  en  particulier,  ce  qui  donneroit  pour  le  moins  deux  equations
qui  serviroient  k  determiner  p  et q.

Nous  avons  d6jk  donne  ailleurs,  (Memoires  de  l'Acadömie  de  Berlin
pour  Tannee  1768 1))>  nne  solution  de  ce  dernier  probleme;  mais  celle  que  nous
venons  d'indiquer  est  beaucoup  plus  simple  et  plus  directe,  quoique  toutes
les  deux  dependent  de  la  meme  theorie  des  fractions  continues.

PROBLEME  III

31.  On  demande  les  valeurs  de p  et  de q,  qui  rendront  la  quantite

Ap* + Bpq + 6V

la  plus petite  qu'il  est  possible,  dans  l'hypothese  qu'on  n'admette  pour  p  et  q  que
des  nombres  entiers.

Ce  probleme  n'est,  comme  Ton  voit,  qu'un  cas  particulier  du  precedent;
mais  nous  avons  cru  devoir  le  traiter  en  particulier,  parce  qu'il  est  suscep­
tible  d'une  solution  trfes­simple  et  tres­elegante,  et  que  d'ailleurs  nous  aurons
dans  la  suite  occasion  d'en  faire  usage  dans  la  resolution  des  equations  du
second  degre  k  deux  inconnues,  en  nombres  entiers.

Suivant  la  methode  generale  il  faudra  donc  cornmencer  par  chercher  les
racines  de  Tequation

lesquelles  sont,  comme  Ton  sait,

2A

Or,  1°.  si  jB2 — kAC  est  egal  k  un  nombre  carre,  les  deux racines  seront
commensurables,  et  il  n'y  aura  point  de  minimum  proprement  dit,  parce  que
la  quantite  Ap2­}­Bpq­}~  Cq2  pourra  devenir  nulle.

1)  Voir  la  note  p.  514.  H. W.
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2°.  Si  JB2 — 4 A G n'est  pas  carre,  alors  les  deux  racines  seront  irration­
nelles  ou  imaginaires,  suivant  que  J32 — 4 A G sera  >  ou <0,  ce  qui  fait deux
cas  qu'il  faut  considerer  separement;  nous  commencerons  par  le  dernier,  qui
est  le  plus  facile  ä,  r^soudre.

Premier  Cas  lorsque  J52 — 4:AC<0
_  ­p

32.  Les  deux  racines  etant  dans  ce  cas  imaginaires,  on  aura  ­~L  pour la
partie  toute  reelle  de  ces  racines,  laquelle  devra  par  consequent  etre  prise

_ T>

pour  a.  Ainsi  il  n'y  aura  qu'k  reduire  la  fraction  ­^j­,  (en faisant  abstraction
du  signe  qu'elle  peut  avoir),  en  fraction  continue  par  la  methode  de  Tart. 4,
et  en  deduire  ensuite  la  serie des fractions  convergentes,  (art. 10), laquelle  sera
necessairement  terminee;  cela  fait,  on  essayera  successivement  pour  p  les
numerateurs  de  ces  fractions,  et  pour  q  les  denominateurs  correspondans,  en
ayant  soin  de  donner  ä  p  et  q  les  memes  signes  ou  des  signes  differens,  sui­

—  Bvant  que ­^  sera  un  nombre  positif  ou negatif.  On trouvera  de cette  maniere
les  valeurs  de  p  et  #,  qui  peuvent  rendre  la  formule  proposee  un  moindre.

EXEMPLE

Soit  proposee,  par  exemple,  la  quantite

238^ + 290#2.

On  aura  donc  ici  ^i = 49,  B = — 238,  (7=290;  donc  B2 — ±AC= — 196,  et
^^ = ­j­  =  — .  Operant  donc  sur  cette  fraction  de  la  maniere  enseignee dans
Tart.  4,  on  trouvera  les  quotiens  2,  2,  3,  a  Taide  desquels  on  formera  ces
fractions,  (voyez  Tart. 20),

2,  2,  3.

JL  _!  A  17

o '  i '  2  ?  Y"

De  sorte  que  les  nombres  a  essayer  seront  l,  2,  5,  17  pour  p,  et
0,  l,  2,  7  pour  q]  or  designant  par  P  la  quantite  proposee,  on  trouvera

p
1
2

5

17

1
0
1

2

7

P

49

10

5

49;
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cToü  Ton  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  P  est  5,  laquelle  resulte  de  ces
suppositions  p = 5  et  q = 2;  ainsi  on  peut  conclure en general que la formule
proposee  ne  pourra  jamais  devenir  plus  petite  que  5,  tant  que j?  et  q  seront
des  nombres  entiers;  de  sorte  que  le  minimum  aura  lieu,  lorsque p =  5  et
2=2 .

Second  Gas  lorsque  B2 — ±AC>0

33.  Comme  dans  le  cas  present  Tequation  Ax2 +  B% +  C = 0  a  deux
racines  reelles  irrationnelles,  il  faudra  les  reduire  l'une  et  Fautre  en fractions
continues.  Cette  Operation peut  se  faire  avec  la  plus  grande  facilite  par  une
methode  particuliere  que  nous  avons  exposee  ailleurs,  et  que  nous  croyons
devoir  rappeler  ici, d'autant  qu'elle  se  deduit  naturellement  des  formules de
Tarticle  25,  et  qu'elle  renferme  d'ailleurs  tous  les  principes  necessaires  pour
la  solution  complette  et  generale  du  probleme  propose.

Denotons  donc  par  a  la  racine  qu'on  a  dessein  de  convertir  en  fraction
continue,  et  que  nous  supposerons  toujours  positive,  et  soit  en meme temps b

­D  ri

Tautre  racine,  on  aura,  comme  Ton  sait,  a ­f­  & =  — j­,  et  a6 =  ^­;  d'oü

a — 6=^ — ~ ­­­ ­',  ou  bien  en  faisant,  pour  abreger,

J52—

a— &==^­,  ou  le  radical  VE  peut  etre  positif  ou  negatif;  il  sera  positif,
lorsque  la  racine  a  sera  la  plus  grande  des  deux,  et  negatif,  lorsque  cette
racine  sera  la  plus  petite;  donc

a= 2A

Maintenant,  si  on  conserve  les  memes  denominations  de  Tart. 25,  il  n'y
aura  qu'ä  substituer  k  la  place  de  a  la  valeur  precedente,  et  la  difficulte  ne
consistera  qu'k,  pouvoir  determiner  facilement  les  valeurs  entieres  approchees
p1, ft\  p?\ etc.

Pour  faciliter  ces determinations, je  multiplie le haut  et  le bas des fractions

af­p"  pu­aqu>  aq
iu­piu'

respectivement  par  A(bq* — p1),  A  (p11 —  ftg11),  A(bq111 — p111),  etc.  et  comme
on  a
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— *£)(#«—  Itft  — A

A(aqI—pI')(bq1  — /) = Ap"—A(a  + %Y + Aabq1*^ ApIS +  Bp'q1 +  Cq",
aqtl + Cqu\ etc.

A(aql—pl)(pn—bq11)  = — Aplpu + AapuqT+  Abp*qu— Aabqlq1

—

™) = ­  Ap"pm + Aapmq11 + Abpnqlu — Aabqlq11

1­  \B(p"<f"

et  ainsi  de  suite,  je  fais,  pour  abr^ger,

P
1
  = Apli

  + 5^Y  + Cq"

Pu
 = ̂

ni
 + Bp

n
 j" + C^

8

s + Bpmqm+  Cq™, etc.

q

l
Q  — Ap  p  ­j­~J5(_p  q  "f~  2 p1)­}*  Cfq111,  etc.

«Taurai,  k  cause  de

les  formules  suivantes,

etCjpni  ?  Ubu.
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Or,  si  dans  Texpression  de  Qu  on  met  pour  p11  et  f  leurs  valeurs
^y+1  et  ff,  eile  deviendra  ^P'­f  $*;  de  meine  si  on  substitue  dans
l'expression  de  Q111  pour  pul  et  q111  leurs  valeurs  !tupu­}­pl  e^  ^"gP+g1,
eile  se  changera  en ^P11^­  Q11,  et  ainsi  du reste;  de  sorte  que  Von  aura

etc.

Pareillement  si  on  substitue  dans  Texpression  de Pn  les  valeurs  de  pn

et  gn,  eile  deviendra  ft"Pl­{­  2 /u? Ql­{­A;  et  si  on  substitue  les  valeurs  de  pm

et  qm  dans  l'expression  de Pm,  eile  deviendra  "̂'P11 + 2^n ̂ n + P1,  et  ainsi
de  suite;  de  sorte  que  Ton  aura

p1 =/P°  4­2^$°  +C

PIV — Atnilpin + 2^ ̂  + P11,  etc.

Ainsi on pourra,  a Taide de ces formules,  continuer aussi loin qu'on voudra
les suites des nombres  p, p, fj,u,  etc.,  Q°,  (£,  Qn, etc.  et P°, P1, P", etc. qui de"pen­
dent,  comme  Ton  voit,  mutuellement  les  uns  des  autres,  sans qu'il  soit neces­
saire  de  calculer  en  meme  temps  les  nombres p\ p*, pa,  etc.  et  q", q\  q11,  etc.

On  peut  encore  trouver  les  valeurs  de  P1, P", P111, etc.  par  des  formules
plus  simples  que  les  precädentes,  en  remarquant  que  Ton  a

(7) =  B*

1 + A) = Ö18 ­  AP\

et  ainsi  de  suite;  c'est­a­dire

­i­jEJ,  etc.
70"
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d'oü  Ton  tire
pl  _  <3Iä

*  —

Les  nombres  /a,  /a1,  /LIU,  etc.  etant  donc  trouvös  ainsi,  on  aura,  (art. 26),
la  fraction  continue

a ~^+i  «  1

* +  + ,  etc.

et  pour  trouver  le  minimum  de  la  formule  Ap2­\­ Bpq  ­f­  Cq2,  il n'y aura qu'a
calculer  les nombres p°, p1, p11, piu,  etc.  et  g°, g1, g11, gm, etc. (art. 25), et  les  essayer
ensuite  ä  la  place  de p  et  q;  mais  on  peut  encore  se  dispenser  de  cette  op^­
ration,  en  remarquant  que  les  quantites  P°,  P1,  P11,  etc.  ne  sont  autre  chose
que  les  valeurs  de  la  formule  dont  il  s'agit,  lorsqu'on  y  fait  successivement
p =jp°, jp1, pu,  etc.  et  g = g°, g1, g11, etc.  Ainsi  il  n'y  aura  qu'k voir  quel  est  le
plus  petit  terme  de  la  suite  P°,  P1,  P11,  etc.  qu'on  aura  calculee  en  meme
temps  que  la  suite  /u,  /n1,  /uu,  etc.  et  ce  sera  le  minimum cherchö;  on  trouvera
ensuite  les  valeurs  correspondantes  de p  et  q  par  les  formules  citees.

34.  Maintenant  je  dis  qu'en  continuant  la  serie  P°,  P1,  P11,  etc.  on  doit
necessairement  parvenir  a  deux  termes  consecutifs  de  signes  differens,  et
qu'alors  tous  les  termes  suivans  seront  aussi  deux  k  deux  de  differens  signes.
Car  on  a,  (art.  precedent),

P° =  A(pQ  — ag°)(p°  — &g°),  P1 =  A(pL—  af)(p1  — feg1), etc.

or  de  ce  qu'on  a  demontre  dans  le  probleme  I,  il  s'ensuit  que  les  quantites
pQ—ag°,  p1—a g1, pu—a g11,  etc.  doivent  etre  de signes alternatifs,  et  aller  tou­
jours  en  diminuant;  donc,  1°. si  b  est  une  quantitö  negative,  les  quantit^s
p°—&g°,  p1—6g1,  etc.  seront  toutes  positives;  par  consequent  les nombres P°,
P1,  P11, etc.  seront  tous  de signes alternatifs;  2°. si  b est  une  quantitö  positive,
comme  les  quantites  p1—a g1, p11—agn,  etc.  et  k  plus  forte  raison  les  quan­

i  n
tit^s  —­ — a,  ^~ — a,  etc.  forment  une  suite  d^croissante  k  rinfini,  on  arrivera

2  <L  in
n^cessairement  k  une  de  ces  dernieres  quantit^s,  comme  —^  — a,  qui  sera
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rv

<a — 6,  (abstraction  faite  du  signe),  et  alors  toutes  les  suivantes,  ^ — a ,
V ^  III

~ — a,  etc.  le seront  aussi;  de sorte  que  toutes  les quantites  a — b +  ­m — a>
2  iv f ^ q

a — & + ­ i v — a,  etc.  seront  necessairement  de  möme  signe  que  la  quantite
^  v111  #IV

a —  &;  par  consequent  les  quantites  ­m  — & ,  ­^ — b, etc.  et  celles­ci,  p111 — bqiu,

p™  — bqlv,  etc.  ä  rinfini,  seront  toutes  de  meme  signe;  donc  les  nombres P111,

PIV,  etc.  seront  tous  de  signes  alternatifs.

Supposons  donc  en  general  que  Ton  soit  parvenu a  des  termes  de signes
alternatifs  dans  la  sörie  P1,  P11,  P111,  etc.  et  que  P1  soit  le  premier  de  ces
termes,  en  sorte  que  tous les termes, P\ P*+1, P*+2, etc.  a Tinflni,  soient alter­
nativement  positifs  et  nögatifs,  je  dis  qu'aucun  de  ces  termes  ne  pourra  6tre
plus grand que  ­j­ E1).  Gar  si, par  exemple, Pm, PIV, Pv

?  etc. sont  tous  de  signes
alternatifs,  il  est  clair  que  les produits deux  k  deux, PmPIV, PIVPV, etc.  seront
necessairement  tous  negatifs;  mais  on  a,  (art.  precedent),

(T1—PmP lv=­J­^,  QV2­P™PV=±E,  etc.

donc les nombres positifs, — pmpiv
? —PIVPv,etc.,  seront tous moindres que ^E,

ou  au  moins  pas  plus  grands  que  ­±E\  de  sorte  que,  comme  les  nombres
P1,  P11,  Pm,  etc.  sont  d'ailleurs  tous  entiers  par  leur  nature,  les  nombres
Pm,  PIY,  etc.  et  en  general  les  nombres  P*,  P*+1,  etc.  (abstraction  faite  de
leurs  signes),  ne  pourront  jamais  surpasser  le  nombre  —JE.

II  s'ensuit  aussi  de­lk  que  les  termes  Qiy,  Qy,  etc.  et  en  general  Q*+\

^+2,  etc.  ne pourront  jamais  etre  plus  grands  que  ­^VE.

D'oü  il  est  facile  de  conclure  que  les  deux  series  PA,  P;+1,  PA+S,  etc.  et
0*+1>  ö^+2?  ötc.  quoique  poussees  k  Tinfini,  ne  pourront  etre  composees  que
d'un  certain  nombre  de  termes  difförens,  ces  termes  ne  pouvant  etre  pour  la
premiere  que  les  nombres naturels  jusqu'a  ­^E  pris  positivement  ou negative­
ment,  et  pour  la  seconde,  les nombres naturels  jusqu'a  ­^­VE  avec les fractions
intermediaires y, y, y,  etc.  pris  aussi  positivement  ou nögativement;  car il
est  visible  par  les  formules  de  Tarticle  precedent  que  les  nombres  (F,  Q11,
QUI,  etc.  seront  torgours entiers,  lorsque  B  sera  pair,  mais  qu'ils  contiendront
chacun  la  fraction  y,  lorsque  B  sera  impair.

Donc,  en  continuant  les  deux  söries  P1,  P11,  Pm,  etc.  et  @,  Qu,  QUI,  etc.

1)  Dans  Fedition  originale,  E  n;a  le  coefficient  ^  Di  ici  ni  aux passages  suivants.  H. W.



558  ADDITIONS  PAEAGEAPHE  II  AETICLE  34­36  [485­487

il  arrivera  necessairement  que  deux  termes  correspondans, comme  P31  et  Q*,
reviendront  apres  un  certain  Intervalle  de  termes,  dont  le  nombre  pourra
toujours  etre  suppose  pair,  car,  comme  il  faut  que  les  memes  termes  P*
et  Q* reviennent  en  meme  temps  une  infinite  de fois,  a  cause que  le nombre
des  termes  differens  dans  Tune  et  dans  Tautre  serie  est  limite,  et  par  conse­
quent  aussi  le  nombre  de  leurs  combinaisons  differentes,  il  est  clair  que  si
ces  deux  termes  revenoient  toujours  aprfes  un  Intervalle  d'un  nombre impair
de  termes,  il  n'y  auroit  qu'k  considerer  leurs retours alternativement,  et  alors
les  intervalles  seroient  tous  composes  d'un  nombre pair  de  termes.

On  aura  donc,  en  denotant  par  2^  le  nombre des  termes  intermediaires,

p*+2?  = p^  et

et alors tous les termes P*, PÄ+1, P*+\ etc.  Q*, Q*+l, 0*+2, etc. et p*9 [i*+\ ̂ \ etc.
reviendront  aussi  au  bout  de  chaque  Intervalle  de  2 9 termes.  Car  il  est  facile
de  voir  par  les  formules  donnees dans Tarticle precedent pour la  determination
des  nombres p,  /a11,  fiu\  etc.  Q\  Q11,  Q111,  etc.  et  P1,  P11,  Pm,  etc.  que  dfes
qu'on  aura

on  aura  aussi  ^7t+2? =  /a%  ensuite

donc  aussi  /£t7t+2^+1 = fi*+**,  et  ainsi  de  suite.

Donc,  si II  est  un  nombre  quelconque egal  ou  plus  grand  que  n,  et  que
m  denote  un  nombre  quelconque entier  positif,  on  aura  en  general

_ pH QTl + 2m Q_ Qll  ZZ>2mp  17.

de  sorte  qu'en connoissant les  n +  2^  premiers  termes  de chacune de ces trois
suites,  on  connoltra  aussi  tous  les  suivans,  qui  ne  seront  autre  chose  que
les  2(>  derniers  termes  repetes  ä  Tinfini  dans  le  meme  ordre.

De  tout  cela  il  s'ensuit  que  pour  trouver  la  plus  petite  valeur  de

il  sufflt  de  pousser  les  series  P°,  P1,  P11,  etc.  et  $°,  @,  Q11,  etc.  jusqu'k  ce
que  deux  termes  correspondans,  comme  Pn  et  Q*,  reparoissent  ensemble
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aprfes  un  nombre  pair  de  termes  intermediaires,  en  sorte  que  Ton  ait

alors  le  plus  petit  terme  de  la  serie  P°,  P1,  Pn,  etc.  P*+2v  sera  le  minimum
cherche.

COROLLAIRE  I

35.  Si  le  plus  petit  terme  de  la  serie  P°, P1, P11, etc.  P*+2? ne  se trouve
pas  avant  le  terme  P7*,  alors  ce  terme  reparoitra  une  infinite  de  fois  dans
la  meme  suite  prolongee  k  Tinfini;  ainsi  il y  aura alors une infinite  de valeurs
de  p  et  de  q  qui  röpondront  au  minimum,  et  qu'on  pourra  trouver  toutes  par
les  formules  de  Tart. 25,  en  continuant  la  serie  des  nombres  /a\  [i1,  ^m,  etc.
au­delk  du  terme  ja7***?  par  la  repetition  des  memes  termes  ^Ä+1,  ^7r+a,  etc.
comme  on  l'a  dit  plus  haut.

On  peut  aussi  dans  ce  cas  avoir  des  formules  gönerales  qui  representent
toutes  les  valeurs  de p  et  de  q  dont  il  s'agit;  mais  le  detail  de  la  methode
qu'il  faut  employer  pour y  parvenir,  nous meneroit trop  loin;  quant k present,
nous  nous  contenterons  de  renvoyer  pour  cet  objet  aux  Memoires  de
Berlin  dejk  cites,  annee  1768,  p.  123  et  suivantes1)  oü  Ton  trouvera  une
theorie  generale  et  nouvelle  des  fractions  continues  periodiques.

COROLLAIEE  II

36.  Nous  avons  demontre  dans  Tart.  34,  qu'en  continuant  la  serie
P1,  P11,  Pm,  etc.  on  doit  trouver  des  termes  consecutifs  de  signes  differens.
Supposons donc,  par  exemple, que Pm et PIV soient  les deux premiers termes  de
cette qualite,  on  aura necessairement  les deux quantites  p111 — bqiu  et  piy  — bqiy

de  memes  signes,  k  cause  que  les  quantites  p111 — aqlllei  p™ — aqiy  sont  de
leur  nature  de  differens  signes.  Or  en  mettant  dans  les  quantites
py—bqv,  pyi — bqyi,  etc.  les  valeurs  de  pv,  pyi,  etc.  qy,  qy\  etc.  (art.  25),
on  aura

p™ ­  lg" =  [S  (p*  ­  bqy ) +/v — &<ZIV>  etc.

D'oü,  k  cause  que  ^IV,  ^v,  etc.  sont  des  nombres  positifs,  il  est  clair  que

1)  Voir  la  note  p. 514.  H. W.
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toutes  les quantites  p*—6gv,  p™—i#VI,  etc. k  Tinfini,  seront  de  memes  signes
que  les  quantites  p111—6g111  et  piy—6#IV;  par  consequent  tous  les  termes
Pm,  PIV,  Pv,  etc.  k  Finfini,  auront  alternativement  les  signes  plus  et  moins.

Maintenant  on  aura  par  les  equations  precedentes

f*

p* ­Ix?

, . , ,  p­b  p ­ b q  ,  ,  ,  ,  ...oü  les quantites ^­ — ̂ v, ~ — —V,  etc.  seront  toutes  positives.
p —l)% p  — bq

Donc,  puisque  les  nombres  ^IV,  ^v,  ^VI,  etc.  doivent  etre  tous  entiers
v  ,  v

positifs,  (%p.)>  la q^antite  ^v~"  g
iv  devra  etre  positive  et  >  l,  de  meme  que

VI -,  VI  VII -,  VII  IV _ -,  IV  V _ -,  V

les  quantites p  ~  g
v  ?  ^Y I~

  g
vf,  etc.; donc les quantites  p

  v"~  g
v ,  ­^ — r%i?  e^c­

p  —bq  p  —bq  p  —bq  p  —bq

seront  positives  et  moindres  que  Tunite;  de  sorte que les nombres ̂ v, [iyi, etc.

ne  pourront  etre  que  les  nombres  entiers,  qui  sont  immediatement  moindres
VI  ,  VI  VII  ,  VII

que  les  valeurs  de p
  v"~  g

v  ,
  P

VI"~  g^? etc.;  quant  au nombre ^IV,  il sera aussi
p  — bq p  — bq

au  nombre  entier,  qui  est  immediatement  moindre  que  la  valeur  de
V j  V  III  ,  III

gi=,  toutes  les  fois  qu'on  aura p~  \v < 1.  Ainsi  on aura,
p  — bq p  — bq

K¥  —  <

le  signe  <  place  aprfes  les  nombres  ^^  ^tv,  ,avl,  etc.  denotant,  comme  plus
haut,  les  nombres  entiers  qui  sont  immediatement  au­dessous  des  quantites
qui  suivent  ce  meme  signe.
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Or  il  est  facile  de  transformer,  par  des  reductions  semblables  k  celles

de  l'art. 33, les  quantites * " ~ b g
iv,  ­̂y11—V?  etc.  en  celles­ci,

p  — bq  p  — bq

pIV  >  pV 9  üuv.,

III  ,  III

de  plus  la  condition  de  ^iv~  g
iv <  l  peut  se  reduire  &  celle­ciA  p^  — &£IY  A

— Pm  aöm —ü111

m _  in

laquelle,  k  cause  de  ­~ ­­  ^nr >  l?  aura  sürement  lieu  lorsqu'on  aura
p  —aq_ p m

ry  =  ou < l ;  donc  on  aura

„v .
r  <•

v,  £
A*'  ^

En  combinant  ces  formules  avec  celles  de  Tart. 33,  qui  renferment  la  loi

des  series  P1,  P11,  Pm,  etc.  et  @,  ^x,  (£*,  etc.  on  verra  aisement  que  si  on

suppose  donnes  deux  termes  correspondans  de ces deux  series,  dont le numero

soit  plus  grand  que  3,  on  pourra  remonter  aux  termes  precedens  jusqu'k
__ pin

PIV et  $v, et meme jusqu'aux  termes Pm et  QIY, si la  condition de — jy­ == ou <  l

a  lieu;  en  sorte  que  tous  ces  termes  seront  absolument  determines  par  ceux

qu'on  a  suppose  donnes.

En  effet  connoissant,  par  exemple,  PVI  et  QVI,  on  connoltra  d'abord  Pv

par  Tequation

ensuite  ayant  Qyl  et  Pv,  on  trouvera  la  valeur  de  ^av,  h  Taide  de  laquelle
on  trouvera  ensuite  la  valeur  de  $v  par  Tequation
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or  Tequation
0v*_pivpv = _j_^j

— pm

donnera  PIV;  et  si  on  sait  d'avance que  — ̂ ­  doit  etre = ou <  l,  on  trou­

vera  /u,IV,  apres  quoi  on  aura  Qiy  par  l'equation

v ­.?"?"+?•,
et  ensuite  Pm  par  celle­ci,

De­la  il  est  facile  de  tirer  cette  conclusion  g^nerale,  que  si  P1  et  PA+1

sont  les  premiers  termes  de  la  serie  P1,  Pn
?  Pm,  etc.  qui  se  trouvent  conse­

cutivement  de  differens  signes,  le  terme  P* + 1 et  les  suivans  reviendront  tou­

jonrs  apres  nn  certain  nombre  de  termes  intermödiaires,  et  qu'il  en  sera  de

meme  du terme P ,  si  Ton  a ^^ = ou < l .

Gar  imaginons,  comme  dans  Tart.  34,  que  Ton  ait  trouve  P7r+2?=p / r
?  et

g*+2<?= ̂  ^  gupposons  que n  soit  >  A,  c'est­k­dire  7r =  A + ^;  donc on
pourra  d'un  cote  remonter  du  terme  P* au  terme  P* + 1 ou  P*,  et  de  l'autre,
du  terme  PÄ+2^ au  terme  pA+2e+1  ou  p^2^;  et  comrne  les  termes  d'oü  Ton
part,  de  part  et  d'autre  sont  egaux,  tous  les  derives  seront  aussi  respec­
tivement  egaux;  de  sorte  qu'on  aura p;i + 2^° + 1= P*+1,  ou meme

Par­lk  on  pourra  donc  juger  d'avance  du  commencement  des  periodes
dans  la  serie  P°, P1, P11, Pm, etc.  et  par  consequent  aussi  dans les deux autres
series,  QQ,  Q1,  Q11,  QIU, etc.  et  ,̂  p1,  /u11,  /u111,  etc.;  mais quant  ä la  longueur  des
periodes,  cela  depend  de  la  nature  du  nombre E,  et  meme  uniquement  de  la
valeur  de  ce  nombre,  comme je  pourrois  le  demontrer,  si  je  ne  craignois  que
ce  detail  ne  me  menät  trop  loin.

COROLLAIRE  III

37.  Ce qu'on vient  de dernontrer  dans  le  corollaire  precedent  peut  servir
encore  k  prouver  ce  beau  theoreme:

Que  toute  equation  de  la  forme  p2 — K<£ =  l,  ou  K  est  un  nombre  entier

positif  non  carre, et p  et q deux  indeterminees,  est  toujours  resoluUe  en  nombres entiers.
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Gar,  en  comparant  la  formule  p2  — Kq2  avec  la  formule  generale

Äp2  +  Bpq +  Cq2,  on a  A = l,  B = 0,  C= — K\  donc,  (art. 33),

£t

Donc  P°=l,  $°=0;  donc  /a  < V K,  Ql=^  etP1^^2 — K\  d'oü  Ton  voit

1°. que P1 est  negatif,  et  par  consequent de signe  difförent  de  P°;  2°. que  — P1

est  =ou >  l,  parce  que  K  et  /u,  sont  des  nombres  entiers;  de  sorte  qu'on
po

aura —f =  ou <  1;  donc  on aura,  (art. pröcedent),  A =  0 et  P2?= P°= 1;  de

sorte  qu'en  continuant  la  serie  P°,  P1,  P11,  etc. le  terme  P° == l  reviendra

necessairement  aprfes  un  certain  Intervalle  de  termes;  par  consequent  on

pourra  toujours  trouver  une  infinite  de  valeurs  de p  et  de  q  qui  rendent  la

formule  p2 — Kq2  egale  k  Turnte.

COROLLAIRE  IV

38.  On  peut  aussi  demontrer  cet  autre  theoreme:

Que  si  V equation  p2  — Kq2 =  + H  est  resoluble  en  nombres  entiers,  en

supposant  K  un  nombre  positif  non­carre,  et  H  un  nombre  positif  et  moindre  que

V K,  les  nombres p  et  q  doivent  etre  tels  que  —  soit  une  des  fractions  princi­

pales  eonvergentes  vers  la  valeur  de V K.

Supposons  que  le  signe  superieur  doive  avoir  lieu,  en  sorte  que

p2 — Kq2 =  H;
donc  on  aura

ET an

et  — —

qu'on  cherche  deux  nombres  entiers  positifs,  r  et  5,  moindres  que p  et  q,  et

tels  que  p s — gr =  l,  ce  qui  est  toujours  possible,  comme  on  Ta  demontre

dans  Tart.  23,  et  Ton  aura  —  — ̂ i^^'i  donc  retranchant  cette  equation  de

la  precedente,  il  viendra

7l*
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de  sorte  qu'on  aura
H

Or,  comme  ^­>VK  et  H<VK,  il  est  clair  que  p
  H  sera  < ~;
+ r ̂

donc  j? — jl/ir  sera  <^­;  donc  — ̂  ­ r  sera  a  plus  forte  raison  < ~,
2 \7 ~r r  /

puisque  s<g;  de  sorte  que  r — sYK  sera  une  quantite  negative,  laquelle,

prise  positivement,  sera  >  r— ,  k  cause  de  l  ­­  . — 5—^­ >  — •
2  2—2

Ainsi  on  aura  les  deux  quantites  p — qYK  et  r — sYK,  ou  bien,  en
faisant  a =  VlT,  p — aq  et  r — äs,  lesquelles  seront  assujetties  aux  meines
conditions  que  nous  avons  supposees  dans  Tart.  24,  et  d'oü  Ton  tirera  des
conclusions  semblables;  donc, etc.  (art. 26).

Si  Ton  avoit

alors  il  faudroit  chercher  les  nombres  r  et  s,  tels  que  ps — qr == — l,  et
Ton  auroit  ces  deux  equations

/  c T/
Comme  H<yK  et 5 < #,  il est  clair  que —, ­ r  sera  <1; de  sorte

n^+f)
que  la  quantite  syK  —  r  sera  negative;  or  je  dis  que  cette  quantite,
prise  positivement,  sera  plus  grande  que  qVK  — p\  pour  cela  il  faut  demon­
trer  que

+ i")^  u­> —, ­ ­zr >  ou  bien  que l >

savoir  KST+ — >  JET +  —;  mais  H< V K,  (%jp.);  donc  il  suffit  de  prouver

que  ~ >  tL—,  ou  bien  que p  >  sl/fiT;  c'est  ce  qui  est  evident,  k  cause  que
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la  quantite  sVK  — r  etant  negative,  il  faut  que  r >  sl/jBT,  et  ä  plus  forte
raison  p >  sYK,  puisque p > r.

Ainsi  les  deux  quantites ,  p — q V K  et  r — s V K,  seront  de  differens
signes,  et  la  seconde  sera  plus  grande  que  la  premiere,  (abstraction  faite des
signes),  comme  dans  le  cas  precedent;  donc, etc.

Donc,  lorsqu'on  aura  k  resoudre  en  nombres entiers  une  equation  de  la
forme

ou  H<yK,  il  n'y  aura  qu'k  suivre  les  memes  procedes  de  Tart.  33,  en
faisant  A —l,  B = 0  et  C= — K\  et  si  dans  la  serie  P°, P1,  P11,  Pm, etc.
p*+2^  on  rencontre  un  terme  = + H,  on aura  la  resolution  cherchee;  sinon
on  sera  assure  que  Tequation  proposee  n'admet  absolument  aucune  solution
en  nombres  entiers.

REMARQÜE

39.  Nous  n'avons  considere  dans  Tart.  33  qu'une  des  racines  de  Tequa­
tion Ax*­}­Bx­{­  C=Q,  que  nous  avons  supposee  positive;  si  cette  equation
a  ses  deux  racines  positives,  il  faudra  les  prendre  successivement  pour  a,  et
faire  la  meme  Operation  sur  Tune  que  sur  Tautre;  mais  si  Tune  des  deux
racines  ou  toutes  deux  etoient  negatives,  alors  on  les  changeroit  d'abord  en
positives,  en  changeant  seulement  le  signe  de  B,  et  on  opereroit  comme
ci­dessus;  mais  ensuite  il  faudroit  prendre  les  valeurs  de p  et  de  q  avec  des
signes  differens,  c'est­k­dire  Tune positivement  et  Tautre  negativement,  (art. 29).

Donc  en  general  on  donnera  a  la  valeur  de  B  le  signe  ambigu +,  de

meme  qu'ä  1/JB,  c'est­a­dire  qu'on  fera  QQ= + ~B,  et  qu'on  mettra  +  k  la

place  de  VE,  et  il  faudra  prendre  ces  signes,  en  sorte  que  la  racine

m 7? t i / 77*

a==  A*—

soit  positive,  ce  qui  pourra  toujours  se  faire  de  deux  manieres  differentes;
le  signe  sup^rieur  de  B  indiquera  une  racine  positive,  auquel  cas  il  faudra
prendre  p  et  q  tous  deux  de  memes  signes;  au  contraire  le  signe  inferieur  de
B  indiquera  une  racine  negative,  auquel  cas  les  valeurs  de p  ei  q  devront
etre  prises  de  signes  differens.

EXEMPLE
40.  On  demande  quels  nombres  entiers  il  faudroit  prendre  pour  p  et  q,  afin

que  la  quantite  g ̂ 2

devint  la plus petite  qu'il  est possible.
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Comparant  cette  quantite  avec  la  formule  generale  du  probleme  III,
on  aura  ^L =  9,  J5 =  —118,  (7=378,  donc  J52— 4.4(7= 316;  d'oü  Ton  voit
que  ce cas se rapporte  a  celui  de r art.  33.  On fera  donc 12=316 et y]/£;=]/79,
oü  Ton  remarquera  d'abord  que  ]/79 >  8  et  <  9;  de  sorte  que  dans  les
formules  dont  il  ne  s'agira  que  d'avoir  la  valeur  entiere  approchee,  on  pourra
prendre  sur  le  champ  a  la  place  du  radical  1/79  le  nombre  8  ou  9,  suivant
que  ce  radical  se  trouvera  ajoute  ou  retranche  des  autres  nombres  de  la
meme  formule.

Maintenant  on  donnera  tant  k  B  qu'k  YE  le  signe  ambigu + l,  et  on
prendra  ensuite  ces  signes  tels  que

+ 59 +  )/79a ­ = ­ 9 ­
soit  une  quantite  positive,  (art.  39);  d'oü  Ton  voit  qu'il  faut  toujours  prendre
le  signe  superieur  pour  le  nombre  59,  et  que  pour  le  radical  1/79  on  peut
prendre  egalement  le  superieur  et  Tinferieur.  Ainsi  on  fera  toujours
$° = —y­B,  et  YE  pourra  etre  pris  successivement  en  plus  et  en  moins.

Soit  donc  1°.  y)/Zi7=]/79  avec  le  signe  positif,  on  fera,  (art.  33),
le  calcul  suivant:

/̂ o  KQ  po  q il ^ty — — Ot/,  JL — */,  ja  <^.

Cf  =  Q . 7  fSQ A. P1
  >

  16
"~

 79
  7  /i

1 ^ "v /̂
  =a=: ö  •  l  «Jt7  rt, JL  ^  i  , ^v  \

\g \\J  *  X  O  •  '  l  , JL  3~7T  O, Lb  "*Ĉ

y^IV  o  K  [  rr  o ~Tj^  —  R  ^̂

/̂  —  0 * 0  o  —­  i , JL  —  JJT  —­  ö, ILL  "\

/yfi  /? t 9  i n  t  ü
vl

  .  25 — 79  ___^ q  vi ̂

Q™==  9.1­  5 = 4,  PVII=  = _7,  ^VII<^

etc.  etc.  etc.

Je  m'arrete  ici,  parce  que  je  vois  que  $VII= Q1,  et  PVII=PI,  et que la
difference  entre  les  deux  numeros  l  et  7  est  paire;  d'oü  il  s'ensuit  que  tous
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les  termes  suivans  seront  aussi  les  memes  que  les  precedens;  ainsi  on  aura
#VII=4,  (Tni= — 3,  <T=7,  etc. PVII= — 7,  PVIII=10, etc. de  sorte  qu'on
pourra,  si  Ton  veut,  continuer  les  series  ci­dessus  k  Tinfini,  en  ne  faisant
que  repeter  les  memes  termes.

2°.  Prenons  maintenant  le  radical  ]/79  avec  un  signe  negatif,  et  le  calcul
sera  comme  il  suit:

no  __  KQ  00  _  q  ^  69 — ]/79  _  rv  —  *J^?  •*  —  &,  [&  <^  g  «j,

<?  =  9­6­09 —  14,  P<  _«!•=!• ­13,  ^  <ü±J^._i,

^n  =  13­1­14 = ­ l,  P" =!=^ = ­6,  ^  < 7 9 =1,

^"=_ 6.i­ 1 = ­  7,  Pra=^7? = 5,  ,lt"
I<

^ ­.  5 ­ 3 ­ 7 =  8,  PIV=^­^ = ­3,  ,«IV <
O  '

^  =_  3 ­5+  8==­  7,  Pv =^^ = 10,  f  <

^VI
  =  1 0 ­ 1 ­ 7 =  3,  P

VI
 =^=^­ = ­7,  ^vi <

^TU = ­  7 ­1+  3 = ­  4,  PVII = 1^? = 9,  ^vn <

^V1II=  9 ­ 1 ­ 4 =  5,  p™= ?!=­!» = — 6,  /a
VIII<

r =_  6 ­ 2 +  5 = ­  7,  p ­ = « ­ 9 = 5,  XX <
—

etc.  etc.  etc.

On  peut  s'arreter  ici, puisque  Ton  a  trouvö  QIX=QUI  et plx=pu\  et
que  la  difference  des  numeros  9  et  3  est  paire;  car  en  continuant  les  series
on  ne  retrouveroit  plus  que  les  memes  termes  qu'on  a  dejk  trouves.

Or?  si  on  considere  les  valeurs  des termes  P°,  P1,  P11,  P111,  etc. trouvees
dans  les  deux  cas,  on  verra  que  le  plus  petit  de  ces  termes  est  egal  a  — 3;
dans  le  premier  cas, c'est  le  terme  Pm auquel  repondent  les valeurs  p111  et g111;
et  dans  le  second  cas, c'est  le  terme  PIV  auquel  repondent  les  valeurs
/v  et  #IV.

D'oü  il  s'ensuit  que  la  plus  petite  valeur  que  puisse  recevoir  la  quantite
proposee  est  — 3;  et  pour  avoir  les  valeurs  de  p  et  q  qui  y  repondent,  on



568  ADDITIONS  PARAGBAPHE  II  ARTICLE  40—41  [505­508

prendra  dans  le  premier  cas  les  nombres  /u,  p1,  p11,  savoir  7,  l  et  l,  et  Ton
en  formera  les  fractions  principales  convergentes T, T,  ­«­;  la  troisieme  frac­

in
tion  sera  donc ̂ ,  en  sorte  que  Ton  aura  jpm = 15 et ff111 = 2;  c'est­k­dire que
les  valeurs  cherchees  seront  p =  15 et  g =  2.  Dans  le  second  cas  on  prendra
les  nombres  /i,  /a1,  /u,11,  ^m,  savoir  5,  l,  l,  3,  lesquels  donneront  ces  fractions

T>  T' T'  T;  de  sorte  <lu'orL  aura /V==39 et  2 IV=7;  donc  .p = 39 et ff = 7.
Les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  pour p  et  q dans  le  cas  du  minimum,

sont  aussi  les  plus  petites  qu'il  est  possible;  mais  on  pourra,  si  Fön  veut,
en  trouver  successivement  d'autres  plus  grandes;  car  il  est  clair  que  le meme
terme  — 3  reviendra  toujours  au  bout  de  chaque  intervalle  de six termes;  de
sorte  que  dans  le  premier  cas on aura  Pm =— 3,  PIX =— 3,  Pxv=— 3, etc.
et  dans  le  second,  PIV= — 3,  Px= —3,  PXVI= — 3, etc.  Donc  dans  le pre­
mier  cas  on  aura  pour  les  valeurs  satisfaisantes  de p  et  q  celles­ci,  pm,  ffm,
PIX>  f f  Pxv>  f*>  e^c.  et  dans le  second cas  celles­ci,  j?IV,  fflv,  j>x,  ffx,  j)XVI, ffxvi, etc.
Or  les  valeurs  de ^,  //,  ^n, etc. sont  dans  le  premier  cas  7,  l,  l,  5, 3, 2,  l,
l,  l,  5, 3, 2,  l,  l,  l,  5, 3, etc.  k  Tinfini,  parce que ^VII=^  et  ^vm=^n

? etc.
ainsi  il  n'y  aura  qu'k  former  par  la  methode  de  Tart.  20  les  fractions

7,  l,  l,  5,  3,  2,  l,  l,  l,  5,
7 8 15 83 264 611 875 1486 2361 13291

l ' l ' 2 ' 11 ? 35 ' 81 ' 116 ' 197 ' 313 ? 1762
etc.

et  on  pourra  prendre  pour  p  les  numerateurs  de  la  troisieme,  de  la neu­
vieme,  etc.  et  pour  q  les  denominateurs  correspondans ;  on  aura  donc  p  === 15,
q =  2,  ou j> =  2361, q = 313, ou,  etc.

Dans  le  second  cas  les  valeurs  de  [i, p,  /^n,  etc. seront  5,  l,  l,  3, 5,
l,  l,  l,  2, 3, 5,  l,  l,  l,  2, etc.  parce que /a

lx=/^
m,  /ix =  /ilv, etc.  On  formera

donc  ces  fractions­ci,

5,  l,  l,  3,  5,  l,  l,  l,  2,  3,  5,
5  6  11  39  206  245  451  696  1843  6225  32968

2 ' 7 ' 37 ' 44 ' 81 ' 125 ' 331 ' 1118' 5921
etc.

et  les  fractions  quatrieme,  dixieme, etc. donneront  les  valeurs  de p  et  q,  les­
quelles  seront  donc p =  39, q = 7,  ou p =  6225,  q = 1118, ou, etc.

De  cette  maniere  on  pourra  donc  trouver  par  ordre  toutes  les  valeurs
de  p  et  g,  qui  rendront  la  formule  proposee  =  — 3,  valeur  qui  est  la  plus
petite  qu'elle  puisse  recevoir.  On pourroit  meme  avoir  une  formule  generale
qui  renfermät  toutes  ces  valeurs  de p  et  de  ff;  on  la  trouvera,  si  Ton  en  est
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curieux,  par  la  methode  que  nous  avons  exposee ailleurs,  et  dont  nous  avons
parle  plus  haut,  (art.  35).

Nous  venons  de  trouver  que  le  mininmm  de  la  quantite  proposöe  est  —3,
et  par  consequent  negatif;  or  on  pourroit  proposer  de  trouver  la  plus  petite
valeur  positive  que  la  meme  quantite  puisse  recevoir,  alors  il  n'y  auroit  qu'k
examiner  les  series  P°,  P1,  P11,  Pm, etc.  dans  les  deux  cas,  et  on verroit  que
le  plus  petit  terme  positif  est  5  dans  les  deux  cas;  et  comme  dans  le  pre­
mier  cas  c'est  PIV,  et  dans  le  second Pm  qui  est  =5,  les  valeurs  de p  et  de
q,  qui  donneront  la  plus  petite  valeur  positive  de la  quantite  proposee,  seront
piv,  #IV,  ou  jpx,  gx,  ou,  etc.  dans  le  premier  cas,  et  p111,  gm,  ou  j9IX,  gix,  ou,  etc.
dans  le  second;  de  sorte  que  Ton  aura  par  les  fractions  ci­dessus  p =  83,
2 — 11, ou  p = 13291,  q =  1762, etc.  ou p =  11, q =  2, p = 1843,  q = 331,  etc.

Au  reste,  on  ne  doit  pas  oublier  de  remarquer  que  les  nombres  /u,  /u,1,
fiu

9  etc.  trouves  dans  les  deux  cas  ci­dessus,  ne  sont  autre  chose  que  les
termes  des  fractions  continues,  qui  representent  les  deux  racines  de  Tequation

9s8—1180 +  378 —0.

De  sorte  que  ces  racines  seront

3 +,  etc.

3 +T+,  etc.

expressions  qu'on  pourra  continuer  a  Tinfini  par  la  simple  repetition  des
memes  nombres.

Ainsi  on  voit  par­lk  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  reduire  en  frac­
tions  continues  les  racines  de  toute  equation  du  second  degre.

SCOLIE

41.  M. EULER  a  donne  dans  le  tome  XI  des  Nouveaux  Commentaires
de  Petersbourg1)  une  methode  analogue  k  la  precedente,  quoique deduite  de

l)  Memoire  323  (suivant  Hndex  d'ENESTRÖM): De  usu  novi  algorithmi  in  problemate

PELLIANO  solvendo.  Novi  comment.  acad.  sc. Petrop.  11  (1765),  1767  p.  28—66;  LEONHARDI

EULERI  Opera  omnia,  series  I,  vol.  2.  H.  W.
LEONHARDI  EULERI  Opera  omnia  Ii  Algebra  72
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principes  un  peu  differens,  pour  reduire  en  fraction  continue  la  racine  d'un
nombre  quelconque  entier  non­carre,  et  il  y  a  joint  une  table  oü  les  frao
tions  continues  sont  calculees  pour  tous  les  nombres  naturels  non­carres
jusqu'k  120.  Comme cette  table  peut  etre  utile  en  differentes  occasions,  et
sur­tout  pour  la  solution  des problemes  indetermines  du  second  degre,  comme
on  le  verra  plus  bas, (§ VII),  nous  croyons  faire  plaisir  k  nos  Lecteurs  de  la
leur  presenter  ici; on  remarquera  qu'a  chaque  nombre  radical  il  repond  deux
suites  de  nombres  entiers;  la  superieure  est  celle  des nombres  P°,  —P1,  P11,
— Pm, etc. et  Tinförieure  est  celle  des  nombres  ,  1,  n,  m, etc.

1/2

1/3

V5

Vz

Vi

Yz

1/10

Vn

Vl2

]/13

Vu

j/15

1 1 1 1 etc.

1 2 2 2 etc.

1 2 1 2 1 2 1 etc.

1 1 2 1 2 1 2 etc.

1 1 1 1 etc.

2444 etc.

1 2 1 2 1 2 1 etc.

2 2 4 2 4 2 4 etc.

1 3 2 3 1 3 2 3 1 etc.

2 1 1 1 4 1 1 1 4 etc.

1 4 1 4 1 4 1 etc.

2 1 4 1 4 1 4 etc.

1 1 1 1 etc.

3 6 6 6 etc.

1 2 1 2 1 2 1 etc.

3 3 6 3 6 3 6 etc.

1 3 1 3 1 3 1 etc.

3 2 6 2 6 2 6 etc.

1 4 3 3 4 1 4 3 3 4 1 etc.

3 1 1 1 1 6 1 1 1 1 6 etc.

1 5 2 5 1 5 2 5 1 etc.

3 1 2 1 6 1 2 1 6 etc.

1 6 1 6 1 6 1 etc.

3 1 6 1 6 1 6 etc.

Yll

]/18

1/19

1/20

]/21

1/22

1/23

]/24

1/26

1/27

1/28

V29

1 1 1 1 1 etc.

48888 etc.

1 2 1 2 1 2 1 2 1 etc.

448484848 etc.

1 3 5 2 5 3 1 3 5 2 5 3 1 etc.

4 2 1 3 1 2 8 2 1 3 1 2 8 etc.

1 4 1 4 1 4 1 4 1 etc.

4 2 8 2 8 2 8 2 8 etc.

1 5 4 3 4 5 1 5 4 3 4 5 1 etc.

4 1 1 2 1 1 8 1 1 2 1 1 8 etc.

1 6 3 2 3 6 1 6 3 2 3 6 1 etc.

4 1 2 4 2 1 8 1 2 4 2 1 8 etc.

1 7 2 7 1 7 2 7 1 etc.

4 1 3 1 8 1 3 1 8 etc.

1 8 1 8 1 8 1 etc.

4 1 8 1 8 1 8 etc.

1 1 1 1 etc.

5 10 10 10 etc.

12 12 12 1 etc.

5 5 10 5 10 5 10 etc.

1 3 4 3 1 3 4 3 1 etc

5 3 2 3 10 323 10 etc.

1 4 5 5 4 1 4 5 5 4 1 etc.

5 2 1 1 2 10 2 1 1 2 10 etc.
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1/30

1/31

T/32

1/33

1/34

V 35

J/37

1/38

1/39

1/40

1/41

1/42

1/43

1/44

^45

^46

1/47

15  15  15  15  1  etc.
5  2  10  2  10  2  10  2  10 etc.

1 6 5 3 2 3 5 6  1 6 5 etc.
5 1 1 3 5 3 1 1 10 11 etc.

1 7 4 7  1 7 4 7  1  etc.
5 1 1 1  10 111  10 etc.

1 8 3 8  1 8 3 8  1  etc.
5 1 2 1  10 121  10  etc.

1 9 2 9  1 9 2 9  1  etc.
5 1 4 1 10 1 4 1 10  etc.

1 10  1 10  1 10  1 10 etc.
5  1 10  1 10  1 10  1  etc.

1 1 1 1 1 etc.
6  12  12  12  12 etc.

1 2  12  12  1  etc.
6  6  12  6  12  6  12 etc.

13  13  13  1  etc.
6  4  12  4  12  4  12 etc.

14  14  14  1  etc.
6  3  12  3  12  3  12 etc.

1 5 5  1 5 5  1  etc.
6  2  2  12  2  2  12 etc.

16  16  16  1  etc.
6  2  12  2  12  2  12 etc.

1 7 6 3 9 2 9 3 6 7  1 7 6 etc.
6 1 1 3 1 5 1 3 1 1 12 11 etc.

1 8 5 7 4 ^ 5 8  1 8 5 etc.
6 1 1 1 2 1 1 1  12 11 etc.

1 9 4 5 4 9  1 9 4 5 4 9  1 9 4 etc.
6 1 2 2 2 1  12 1 2 2 2 1 12 12 etc.

1  10 3 7 6 5 2 5 6 7 3 10  1103  etc.
6  1 3 1 1 2 6 2 1 1 3  112  13 etc.

1  11 2 11  1 11 2 11  1  etc.
6  15  112  15  112 etc.

1/48

1/50

Vsi

1/52

1/53

V54

1/55

1/56

1/57

1/58

V59

1/60

/6l

1/62

^63

1/65

1/66

1  12  1 12  1 12  etc.
6  1 12  1 12  1  etc.

1 1 1 1  etc.
7  14  14  14 etc.

12  12  12 etc.
7  7  14  7  14  7 etc.

1 3 9 4 9 3  1 3 9 4 9 3  1 3 etc.
7 4 1 2 1 4  14 4 1 2 1 4 14 4 etc.

1 4 7 7 4  1 4 7 7 4  1 4 7 etc.
7 3 1 1 3  14 3 1 1 3  14 31 etc.

1 5 9 2 9 5  1 5 9 2 9 5  1 5 etc.
7 2 1 6 1 2  14 2 1 6 1 2 14 2 etc.

1 6 5 6  1 6 5 6  1 6 etc.
7 2 2 2  14 222  14 2 etc.

17  1 7  17  1  etc.
7  2  14  2  14  2  14 etc.

1 8 7 3 7 8  1 8 7 etc.
7 1 1 4 1 1 14 11 etc.

1 9 6 7 7 6 9  1 9 6 etc.
7 1 1 1 1 1 1  14 11 etc.

1  10 5 2 5 10  1 10 5 etc.
7  1 2 7 2  114  12 etc.

1  11 4 11  1 11 4  etc.
7  12  1 14  12 etc.

1  12 3 4 9 5 5 9 4 3  12  1123 etc.
7  1 4 3 1 2 2 1 3 4  114  14 etc.

1  13 2 13  1 13 2  etc.
7  16  1 14  1 6 etc.

1  14  1 14  1 14  etc.
7  1 14  1 14  1  etc.

1 1 1 1  etc.
8  16  16  16 etc.

1 2 1 2 1 etc.
8  8  16  8  16 etc.

72*
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1/67

VQS

1/69

y?o

y?i

y?2

1/73

1/74

1/75

T/76

1/77

1/78

1/79

1/80

1/82

1/83

1 3 6 7 9 2 9 7 6 3  1 3 6 etc.
8 5 2 1 1 7 1 1 2 5  16 52 etc.

14  14  14 etc.
8  4  16  4  16  4 etc.

154  11 3 11 45  154  etc.
833  14  133  16 33 etc.

1 6 9 5 9 6  1 6 9 etc.
8 2 1 2 1 2  16 21 etc.

175  11 2 11 57  175  etc.
8 2 2  1 7  1 2 2  1 6 2 2 etc.

18  18  18 etc.
8  2  16  2  16  2 etc.

1 9 8 3 3 8 9  1 9 8 etc.
8 1 1 5 5 1 1 16 11 etc.

1  10 7 7 10  1 10 7  etc.
8  111  116  11 etc.

1  11 6 11  1 11 6  etc.
8  11  1 16  11 etc.

1 1 2 5 8 9 3 4 3 9 8 5 1 2  1125 etc.
8  1 2 1 1 5 4 5 1 1 2  116  12 etc.

1  13 4  7 4  13  1 13 4  etc.
8  1 3 2 3  116  13 etc.

1  14 3 14  1 14 3  etc.
8  14  1 16  14 etc.

1  15 2 15  1 15 2  etc.
8  17  1 16  17 etc.

1  16  1 16  1 16  etc.
8  1 16  1 16  1  etc.

1 1 1 1  etc.
9  18  18  18 etc.

12  12  12 etc.
9  9  18  9  18  9 etc.

1/84

V 85

V86

1/87

1/88

1/89

1/90

1/91

X92

1/93

/94

X95

1/96

1/97

1/98

1/99

13  13  1 3  etc.
9  6  18  6  18  6 etc.

1 4 9 9 4  1 4 9 etc.
9 4 1 1 4  18 41 etc.

1  5 10 7 11 2 11 7 10 5  1 5 10 etc.
93  11  18  11  13 18 31  etc.

16  16  16 etc.
9  3  18  3  18  3  etc.

1 7 9 8 9 7  1 7 9 etc.
9 2 1 1 1 2  18 21 etc.

1 8 5 5 8  1 8 5 etc.
9 2 3 3 2  18 23 etc.

1 9 1 9 1 etc.
9  2  18  2  18 etc.

1  10 9 3  14 3 9 10  1 10 9 etc.
9  115  151  118  11 etc.

1  11 8 7 4 7 8 11  1 11 8 etc.
9  1 1 2 4 2 1  118  11 etc.

1  12  7 11 4 3 4  11 7 12  1 12 7 etc.
9  11  1 4 6 4  11  118  11 etc.

1  13 6 5 9 10 3 15 2 15 3 10 9 5 6 13  1 etc.
9  1 2 3 1  15  18  15  1132  118 etc.

1  14 5 14  1 14  etc.
9  1 2  1 18  1  etc.

1  15 4 15  1 15  etc.
9  1 3  1 18  1  etc.

1  16 3 11 8 9 9 8 11 3 16  1 16 etc.
9  15  11111  1 5 1 18  1 etc.

1  17 2 17  1 17  etc.
9  1 8  1 18  1  etc.

1 18  1 18  1  etc.
9  1 18  1 18  etc.
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Ainsi  on  aura,  par  exemple,

^­i + T + i^ 2 +,  etc.

/3­1 + }  £
^ 2 +,  etc.

et  ainsi  des  autres.
»°  w1  »n  »m

Et  si  on  forme  les  fractions  convergentes ^, ^,  ^­jj,  ~,  etc.  d'apres

chacune  de  ces  fractions  continues,  on  aura

1,  p" — 2$I2= — l,  ^)n2— 22ns=l,  etc.

et  de  meme,

O0)2 ­  3(^7 ==1,  jo1 2 ­ 3q" = ­  l,  y12 ­ S^112 = l,  etc.  etc.



PARAGRAPHE  III

SÜK  LA  RESOLUTION  DES  EQÜATIONS  DU  PREMIER  DEGRE

A  DEUX  INCONNUES  EN  NOMBRES  ENTIERS

ADDITION  POUR  LE  CHAPITRE  l1)

42.  Lorsqu'on  a  a  resoudre  une  equation  de  cette  forme

ax — by = c,

oü  a,  6,  c  sont  des  nombres  entiers  donnes  positifs  ou  negatifs,  et  oü  leg
deux  inconnues  x  et  y  doivent  etre  aussi  des  nombres  entiers,  il  suffit  de
connoltre  une  seule  solution,  pour  pouvoir  en  deduire  facilement  toutes  les
autres  Solutions  possibles.

En  effet,  supposons  que Ton  sache que  ces valeurs,  x = a  et  y =  /?,  satis­
font  k  T^quation  proposee,  a  et  ß  etant  des  nombres  entiers quelconques,  on
aura  donc  aa — bß =  c,  et  par  consequent  ax — by =  aa — &/?,  ou  bien
a(x  —  a)  —  b(y  — /?) =  0;  d'oü  Ton  tire

x — a  b
y­ß = ~ä'

Qu'on  reduise  la  fraction  — a  ses  moindres  termes,  et  supposant  qu'elle
ji

se  change  par­la  en  celle­ci,  ­y,  oü  b1  et  a1  seront  premiers  entr'eux,  il  est
et

visible  que  Tequation  ^­^4 = ­^  ne  sauroit  subsister,  dans  la  supposition que
y  r  O>

x — a  et  y — ß  soient  des  nombres entiers,  k moins  que  Ton  ait  x — a =  mbl,
et  y — ß =  m a1,  m  etant  un  nombre  quelconque entier;  de  sorte  que Ton aura
en  general

x = a +  mb1,  et  y =  ß +  ma\

m  £tant  un  nombre  entier  indeterminö.

1)  Voir  p.  326.  H.  W.



518—520]  EQUATIONS  DU  PEEMIEE  DEGEE  A  DEUX  INCONNUES  575

Comme  on  peut  prendre  m  positif  ou  negatif  a  volonte,  il  est  facile  de

voir  qu'on  pourra  toujours  determiner  ce  nombre  m,  en  sorte  que  la  valeur
,i

de  x  ne  soit  pas  plus  grande  que  ­^­,  ou  que  celle  de  y  ne  soit  pas  plus

grande  que ^­,  (abstraction  faite  des  signes  de  ces quantites);  d'oü  il  s'ensuit

que  si  Tequation  proposee,  ax — by = c,  est  resoluble  en  nombres  entiers,

et  qu'on  y  substitue  successivement  k  la  place  de  x  tous  les nombres entiers
,i  ,i

tant  positifs  que  negatifs,  renfermes  entre  ces deux limites  — et ^~,  on  en

trouvera  necessairement  un  qui  satisfera  a  cette  equation;  et  on  trouvera  de

meme  une  valeur  satisfaisante  de  y  parmi  les  nombres  entiers  positifs  ou

negatifs,  contenus  entre  les  limites  ^­  et  ^L­

Ainsi  on  pourra  par  ce  moyen  trouver  une  premiere  solution  de la pro­

posee,  aprfes  quoi  on  aura  toutes  les  autres  par  les  formules  ci­dessus.

43.  Mais  si  on  ne  veut  pas  employer  la  methode  de  tätonnement  que
nous  venons  de  proposer,  et  qui  seroit  souvent  trfes­laborieuse,  on  pourra
faire  usage  de  celle  qui  est  exposee  dans  le  chapitre  l  du  traite  prec^dent,
et  qui  est  trfes­simple  et  tres­directe,  ou  bien  on  pourra  s'y  prendre  de  la
maniere  suivante.

On  remarquera  1°.  que  si les nombres a et  b ne  sont pas  premiers entr'eux,
T4quation  ne  pourra  subsister  en  nombres  entiers,  a  moins  que  le  nombre
donne  c  ne  soit  divisible  par  la  plus  grande  commune mesure  de a  et  &.  De
sorte  qu'en  supposant  la  division  faite  lorsqu'elle  a  lieu,  et  designant  les
quotiens  par  a\  b\  c1,  on  aura  k  resoudre  Tequation

tix  — bly =  c1,

ou  a1  et  61  seront  premiers  entr'eux.

2°.  Que  si  Ton  peut  trouver  des  valeurs  de  p  et  de  q  qui  satisfassent  k
Tequation

on  pourra  resoudre  Tequation  precedente;  car  il  est  visible  qu'en  multipliant
ces valeurs  par  +C1, on aura  des valeurs qui satisferont k Tequation  cfx—  tfy^c1;
c'est­k­dire  qu'on  aura

x = +PC1,  et  y = + qc1.
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Or  Tequation  cfp  — &*# = + l  est  toujours  resoluble  en  nombres  entiers,
comme  nous  Tavons  demontr^  dans  l'art. 23;  et  pour  trouver  les  plus petites

valeurs  de p  et  de  q  qui  y  peuvent  satisfaire,  il  n'y  aura  qu'k  convertir  la

fraction  ­r­  en  fraction  continue  par  la  methode  de  Tart. 4,  et  en  deduire en­
a

suite  la  serie  des  fractions  principales  convergentes  vers  la  meme  fraction
h1

—  par  les  formules  de  l'art. 10;  la  derniere  de  ces  fractions  sera  la  fraction
a

meme  —,  et  si  on  designe  Tavant­derniere  par  —,  on  aura  par  la  loi  de ces
d  i

fractions,  (art.  12),  a1 p  — 6^ = +l,  le  signe  superieur  etant  pour  le  cas oü

le  quantieme  de  la  fraction  — est  pair,  et  Tinferieur  pour  celui  oü  ce  quan­

tieme  est  impair.

Ces  valeurs  de p  et  de  q  etant  ainsi  connues,  on  aura  donc  d'abord

x =  +pcT  et  y = + qc\  et  prenant  ensuite  ces valeurs  pour  a et ß,  on  aura

en  general,  (art. 42),

x =

expressions  qui  renfermeront  necessairement  toutes  les  Solutions  possibles  en
nombres  entiers  de  Tequation  proposee.

Au  reste,  pour  ne  laisser  aucun  embarras  dans  la  pratique  de  cette
möthode,  nous  remarquerons  que  quoique  les  nombres  a  et fe puissent  etre
positifs  ou  negatifs,  on  peut  neanmoins  les  prendre  toujours  positivement,
pourvu  qu'on  donne  des  signes  contraires  k  x,  si  a  est  negatif,  et  k  y,  si  b
est  negatif.

EXEMPLE

44.  Pour  donner  un  exemple  de  la  methode  precedente,  nous  prendrons
celui de l'art. 14 du chapitre l  du traite precedent [p. 332J  oü il s'agit de resoudre
Tequation  39^ =  56^ +  11;  changeant  p  en  x  et  q  en  y,  on  aura  donc

390 —56y —11.

Ainsi  on  fera  a =  39,  b =  56  et  c =  11;  et  comme 56 et 39 sont  dejk  premiers

entr'eux,  on  aura  a1 =  39, feI =  56,  cI=ll.  On r£duira  donc  en  fraction
­l I  ­t n

continue  la  fraction  ­y =  —,  et  pour cela on fera,  (comme on Ta  dejk  pratique

dans  Tart. 20),  le  calcul  suivant,
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39 56

39

17

1

39

34

5

2

17

15
2

3

5

4
1

2

2  2

2

0.

Ensuite,  a  Taide  des  quotiens  l,  2,  3,  etc.  on  formera  les  fractions

1,
1
T'

2,
3
T'

3,
10
T'

2,
23
16'

2,
56
39'

et  la  penultieme  fraction ^  sera  celle  que  nous  avons  designee  en  general
par  —;  de  sorte  qu'on  aura  p =  23,  # =  16;  et  comme  cette  fraction  est  la
quatrieme,  et  par  consequent  d'un  quantieme  pair,  il  faudra  prendre  le  signe
superieur;  ainsi  Ton  aura  en  general

x = 23 • 11 +  56m,  et  y = 16 ­11 + 39m,

m  pouvant  etre  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  n^gatif.

REMARQUE

45.  On doit  la  premiere  solution  de  ce  probleme  a  M. BACHET  DE MEZIEIAC
qui  Ta  donnee  dans  la  seconde  edition  de  ses Recreations mathematiques,  in­
titulees  Problemes  plaisans  et  delectables,  etc.  La  premiere  edition  de  cet Ouvrage
a  paru  en  1612,  mais la  solution  dont  il  s'agit  n'y  est  qu'annoncee,  et  ce n'est
que  dans Tedition  de 1624 qu'on  la  trouve  complette.  La  methode  de M. BACHET
est  tres­directe  et  tres­ingenieuse,  ec  ne  laisse  rien  a  desirer  du  cote  de T&e­
gance  et  de  la  generalite.

Nous  saisissons  avec  plaisir  cette  occasion  de  rendre  k  ce  savant  Auteur
la  justice  qui  lui  est  due  sur  ce  sujet,  parce  que  nous  avons  remarque  que

LEONHARDI  EULEEI  Opera  omnia  Ii  Algebra  73
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les  Geometres  qui  ont  traite  le  meme  probleme  aprfes  lui,  n'ont  jamais  fait
aucune  mention  de  son  travail.

Voici  en  peu  de  mots  a  quoi  se  reduit  la  methode de M. BACKET.  Apres
avoir  fait  voir  comment  la  solution  des  equations  de  la  forme

ax — by =  c,

(a  et  & 6tant  premiers  entr'eux),  se  reduit  k  celle  de

ax — by = + l,

il  s'attache  k  resoudre  cette  derniere  equation,  et  pour cela  il  prescrit  de faire
entre  les  nombres  a  et  & la  meme  Operation que  si  on  vouloit  chercher  leur
plus  grand  commun  diviseur,  (c'est  aussi  la  meme  que  nous  avons  pratiquee
ci­devant);  ensuite  nommant  c,  d,  e, f,  etc.  les  restes  provenant  des  differentes
divisions,  et  supposant,  par  exemple,  que  f  soit  le  dernier  reste,  qui  sera
necessairement  egal  ä  Turnte,  (ä  cause  que  a  et  &  sont  premiers  entr'eux,

?.),  il  fait,  lorsque  le  nombre  des  restes  est  pair,  comme  dans  ce  cas,

_1  ed+l  ,
6 + 1 = ,,  ­r—*'  —s—r*  c = >  ­"

ces  derniers  nombres  ß  et  a  seront  les  plus  petites  valeurs  de  x  et  y.

Si  le  nombre  des  restes  etoit  impair,  comme  si  g  etoit  le  dernier  reste
=  l,  alors  il  faudroit  faire

II  est  facile  de  voir  que  cette  methode  revient  au  meme  dans  le  fond
que  celle  du  chapitre  premier;  mais  eile  en  est moins commode, parce qu'elle
demande  des  divisions;  au  reste,  les  Geometres  qui  sont  curieux  de  ces  ma­
tteres,  verront  avec  plaisir  dans  TOuvrage  de  M.  BACKET  les  artiflces  qu'il  a
employes  pour  parvenir  a  la  regle  precedente,  et  pour  en  deduire la  solution
complette  des  equations  de  la  forme  ax — by =  c.



PARAGRAPHE  IV

METHODE  GENERALE  POUR  RESOUDRE  EN  NOMBRES ENTIERS

LES  EQUATIONS  A  DEUX  INCONNUES

DONT  L'UNE  NE  PASSE  PAS  LE  PREMIER  DEGRE

ADDITION  POUR  LE  CHAPITRE  31)

46.  Soit  proposee  Tequation  generale,

a +  &# +  cy +  dx2 +  exy +  fx*  +  gx2y +  h%4c +  kx*y +, etc. = 0,

dans  laquelle  les  coefficiens  a,  &,  c,  etc.  soient  des  nombres  entiers  donnes,
et  oü  x  et  y  soient  deux nombres indetermines,  qui doivent aussi  etre  entiers.

Tirant  la  valeur  de  y  de  cette  equation,  on  aura

_  _  a + bx + dx* + ftc8 + hat +, etc. .
, etc.  '

ainsi  la  question  sera  reduite  a  trouver  un  nombre  entier  qui,  etant  pris
pour  x,  rende  le  numerateur  de  cette  fraction  divisible par  son denominateur.

Soit  suppose
p = a + bx +  dx* +  fx*  +  Ä^4 +, etc.

2 = c +  e# +  gx* +  Ä;a;3 ­f , etc.

et  qu'on  retranche  x  de  ces  deux  equations  par  les  regles  ordinaires  de l'Al­
gebre,  on  aura  une  equation  finale  de  cette  forme,

Epq +  Fq2 +  GpB +,  etc. — 0,

oü  les  coefficiens A, B,  C, etc. seront  des fonctions  rationnelles  et  entieres  des
nombres  a,  &,  c, etc.

1)  Voir  p.  345.  H. W.
73*
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Maintenant,  puisque  y = — —,  on  aura  aussi  p = — qy;  de  sorte  qu'en
substituant  cette  valeur  de p,  il  viendra

A ­  Byq + Cq + Dy2q* ­  E<?y + Fq2 ­,  etc. = 0,

oü  Ton  voit  que  tous  les  termes  sont  multiplies  par  g,  a  Texception  du
premier  terme  A]  donc il  faudra que le nombre A  soit  divisible par  le nombre q,
autrement  il  seroit  impossible  que  les  nombres  q  et  y  pussent  etre  entiers
a  la  fois.

On  cherchera  donc  tous  les  diviseurs  du  nombre  entier  connu A,  et  on
prendra  successivement  chacun  de  ces  diviseurs  pour  #;  on  aura  par  chacune
de  ces  suppositions  une  equation  determinee  en  x,  dont  on  cherchera,  par
les  methodes  connues,  les  racines  rationnelles  et  entieres,  s'il  y en  a;  on  sub­
stituera  ensuite  ces  racines  a  la  place  de  x,  et  on  verra  si  les  valeurs  re­
sultantes  de  p  et  de  q  seront  telles  que  —  soit  un  nombre  entier.  On  sera
stir  de  trouver  par  ce  moyen  toutes  les  valeurs  entieres  de  x,  qui  peuvent
donner  aussi  des  valeurs  entieres  pour  y  dans  Tequation  proposee.

De­lk  on  voit  que  le  nombre  des Solutions en entiers  de ces sortes  d'equa­
tions  est  toujours  necessairement  limite;  mais  il  y  a  un  cas  qui  doit  etre
excepte,  et  qui  echappe  ä  la  methode  precedente.

47.  Ce  cas  est  celui  oü  les  coefficiens  e,  g,  Je,  etc.  sont  nuls,  en  sorte
que  Ton  ait  simplement

a + bx + dx2+ fx*  +  ho£ +, etc.
y­  ;

or  voici  comment  il  faudra  s'y  prendre  pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  x
qui  pourront  rendre  la  quantite

a + bx +  dx*  ­f­  /a?8 +  hx* +, etc.

divisible  par  le  nombre  donne  c:  je  suppose  d'abord  qu'on  ait  trouve  un
nombre  entier  n  qui  satisfasse  a  cette  condition,  il  est  facile  de  voir  que
tout  nombre  de  la  forme  n + pc  y  satisfera  aussi,  fi  etant  un  nombre  quel­
conque  entier;  de  plus,  si  n  est  >  ­|­,  (abstraction  faite  des  signes  de  n  et
de  c),  on  pourra  toujours  determiner  le  nombre  /u>  et  le  signe  qui  le  precede,
en  sorte  que  le  nombre  n + /u,c  devienne  <y!  et  il  est  aise  de  voir  que
cela  ne  sauroit  se  faire  que  d'une  seule  maniere,  les  valeurs  de  n  et  de  c
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etant  donnees;  donc,  si  on  designe  par  n1  cette  valeur  de  n + /u,c,  laquelle
est  <  y,  et  qui  satisfait  a  la  condition  dont  il  s'agit,  on  aura  en  general

n = n1

/a  etant  un  nombre  quelconque.
D'oü  je  conclus  que  si  on  substitue  successivement,  dans  la  formule

a +  bx +  dx2 + fx*  +>  etc.  a  la  place  de  x  tous  les  nombres  entiers  positifs
ou  negatifs  qui  ne  passent  pas  ­|­,  et  qu'on  denote  par  n1,  n11, n111, etc.  ceux
de  ces nombres  qui  rendront  la  quantite  a +  &# +  dx2  +,  etc.  divisible  par  c,
tous  les  autres  nombres  qui  pourront  faire  le  meme  effet,  seront  necessaire­
ment  renfermes  dans  ces  formules

w'+^'c,  nu + puc,  niu+iauic,  etc.

fi\  /LIU,  ^In
?  etc.  etant  des  nombres  quelconques  entiers.

On  pourroit  faire  ici  differentes  remarques  pour  faciliter  la  recherche
des  nombres  n1,  n11,  n111, etc.  mais  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arreter
davantage  sur  ce  sujet,  d'autant  que  nous  avons  deja  eu occasion de le traiter
dans  un  Memoire  imprime  parmi  ceux  de  TAcademie  de  Berlin  pour  Tannee
1768,1)  et  qui  a  pour  titre  Nouvelle  Methode  pour  resoudre  les  Problemes  inde­
termines.2)

48.  Je  dirai  cependant  encore  un  mot  de  la  maniere  de determiner deux
nombres  x  et  y,  en  sorte  que  la  fraction

devienne  un  nombre  entier;  c'est  une  recherche  qui  nous  sera  fort  utile dans
la  suite.

Je  suppose  que  y  et  x  doivent  etre  premiers  entr'eux,  et  que  de  plus  y
doive  etre  premier  k  c,  je  dis  qu'on  pourra  toujours  faire

x = ny — ce,

1)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  t.  u,  p.  655.  H.  W.

2)  Les  editions  ulterieures  contiennent  Taddition  suivante:
„Voyez  aussi  un  Memoire  de  LEGENDRE  Sur  V Analyse  indeterminee,  dans  le  Recueil  de

TAcademie  des  Sciences  de  Paris  pour  Tannee  1785."  H. W.
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n  et  z  etant  des  nombres  indetermines;  car  en  regardant  x,  y  et  c  comme
des  nombres  donnes,  on  aura  une  equation  qui  sera  toujours  resoluble  en
entiers  par  la  methode  du  § III,  k  cause  que  y  ei  c  n'ont  d'autre  commune
mesure  que  l'unite,  par  l'hypothese.  Or,  si  on  substitue  cette  expression  de x
dans  la  quantite  aym­\­ bym~lx  +  dym~*x*­}­,  etc.  eile  deviendra

(a +  In +  dn2 +  fn* +,  etc.)*/m — (b +  2dn +  3fn2 +, etc.)^­1*

+  (d +  3fn  +,  etc.) c V" V — etc.

et  il  est  clair  que  cette  quantite  ne  sauroit  etre  divisible  par  c, a moins  que
le  premier  terme

(a + In + rfw2 +  /"n8 +, etc.)yTO

ne  le  soit,  puisque  tous  les  autres  termes  sont  des  multiples  de  c.  Donc,
comme  c  et  y  sont  supposes  premiers  entr'eux,  il  faudra  que  la  quantite

a +  bn + ^^2 + /V +, etc.

soit  elle­meme  divisible  par  c;  ainsi  il  n'y  aura  qu'a  chercher par  la methode
de  l'art.  precedent  toutes  les  valeurs  de  n  qui  pourront  satisfaire  ä  cette
condition,  et  alors  on  aura  en  general

x = ny — cz,

0  etant  un  nombre  quelconque  entier.

II  est  bon  d'observer  que  quoique nous  ayons  suppose que les nombres x
et  y  doivent  etre  premiers  entr'eux,  ainsi  que  les  nombres  y  et  c,  notre  so­
lution  n'en  est  cependant  pas  moins  generale;  car  si  on  vouloit  que  x  et  y
eussent  une  commune  mesure  a,  il  n'y  auroit  qu'ä  mettre  axl  et  ay1  a  la
place  de  x  et  y,  et  on  regarderoit  ensuite  x1  et  y1  comme  premiers entr'eux;
de  m£me  si  y1  et  c  devoient  avoir  une  commune  mesure /?,  on pourroit mettie
ßy11  a  la  place  de  y1,  et  il  seroit  permis  de  regarder  y11  et  c  comme premiers
entr'eux.1)

1)  L'article  48  est  redige  un  peu  differemment  dans  les  editions  de  Fan  III  et  de  1798,

ainsi  que  dans  celle  de  SERRET,  mais  dans  Fedition  ulterieure  de  1807,  la  forme  originale  en

est  retablie.  Aux  endroits  cites,  Tarticle  en  question  commence  ainsi:

„Considerons  maintenant  les  equations  de  la  forme

aym

dans  lesquelles  a,  &,  c  ­  •  • , h  sont  des  nombres  entiers  donnes,  et  oü  les  deux  indeterminees  #,  y,
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qui  forment  partout  dans  le  premier  membre  le  meme  nombre  m  de  dimensions,  doivent  etre
aussi  des  nombres  entiers."

La  suite  ne  presente  plus  de  changements.  La  im  de  cet  article  est  modinee  comme  suit:
„Nous  avons  suppose,  dans  la  solution  preeedente,  que  x  et  y  doivent  etre  premiers  entre

eux,  ainsi  que  y  et  h  entre  eux;  ces  suppositions  sont  permises,  puisque  les  nombres  x  et  y  sont
indetermines;  mais,  comme elles ne  paraissent  point  absolument  necessaires,  il faut  encore examiner
dans  quels  cas  elles  peuvent  cesser  d'avoir  lieu.

Supposons  donc:  1°  que  x  et  y  puissent  avoir  une  commune  mesure  a;  il  n'y  aura  qu'a
mettre  partout,  dans  Fequation  proposee,  a#t,  uy±  a  la  place  de  x  et  y,  et  regarder  ensuite
xi  e^ 2/i  comme premiers  entre  eux.  Or,  par  cette  Substitution,  il  est  clair  que  tous  les  termes  du
premier  membre  de Tequation  se trouveront  multiplies  par  am;  par  eonsequent,  il  faudra  que  le
second  membre  7^  soit  divisible  par  am:  d'ou  il  suit  qu'on  ne  peut  prendre  pour  a  que  les  divi­
seurs  du  nombre  li  qui  s'y  trouveront  eleves  a  la  puissance  m.  Ainsi,  si  le  nombre  h  ne  con­
tient  aucun  facteur  eleve  a  la  puissance  m,  on  sera  assure  que  les  nombres  x  et  y  devront
necessairement  etre  premiers  entre  eux.

Si  le  nombre  7^  contient  un  ou  plusieurs  facteurs  eleves  a  la  puissance  w,  alors  il  faudre
prendre  successivement  pour  a  cnaque  facteur  ou  combinaison  de  facteurs,  dont  la  puissance  m

divisera  le  nombre  &,  et  Ton  aura  autant  de  Solutions  differentes  en  regardant  dans  chacune
xl  et  y±  comme  premiers  entre  eux.

Supposons:  2°  que  y  et  h  aient  une  commune mesure  ß,  on  mettra  ßyt  et  ßh^  a  la  place
de  y  et  /?,  et  Ton  regardera  ensuite  y±  et  h^  comme  premiers  entre  eux.  Par  ces  substitutions,
tous  les  termes  du  premier  membre qui  contiennent  y  se  trouveront  multiplies  par  une  puissance
de  /?;  il  n'y  aura  que  le  dernier  terme,  que  je  representerai  par  gxm,  qui,  ne  contenant  point  «/,
ne  se trouvera  point  multiplie  par  ß.  Mais,  puisque  le  second membre  h  devient ß\,  il  s'ensuit
que  le  terme  gxm  devra  aussi  etre  divisible  par  ß]  or,  x  ei  y  etant  deja  supposes  premiers  entre
eux,  x  ne  saurait  etre  divisible  par  ß]  donc  il  faudra  que  le  coefficient  g  le  soit.  D'ou  je  con­
clus  qu'on  pourra  prendre  pour  ß  successivement  tous  les  diviseurs  de #,  et,  apres  la  Substitution
de  ßy±  et  ß^  au  lieu  de  y  et  de  In  et  la  division  de  toute  Fequation  par  /?,  on  aura  de nouveau
le  cas ou Tindeterminee  y±  sera  necessairement  premiere  au  nombre \  qui formera  le second
membre."  H.  W.



PARAGRAPHE V

METHODE DIRECTE ET GENERALE

POUR TROUVER LES VALEURS DE x QUI PEUVENT RENDRE

RATIONNELLES LES QUANTITES DE LA FORME

ET  POUR  RESOUDRE  EN  NOMBRES  RATIONNELS  LES  EQUATIONS
INDETERMINEES  DU  SECOND  DEGRE  A  DEUX  INCONNUES

LORSQU'ELLES  ADMETTENT  DES  SOLUTIONS  DE  CETTE  ESPECE

ADDITION  POUR  LE  CHAPITRE  41)

49.  Je  suppose  d'abord  que  les  nombres  connus  a,  &,  c  soient  entiers;
s'ils  etoient  fractionnaires,  il  n'y  auroit  qu'a  les  reduire  a  un  meme  denomi­
nateur  carre,  et  alors  il  est  clair  qu'on  pourroit  toujours  faire  abstraction  de
leur  denominateur;  quant  au  nombre  a/,  on  supposera  ici  qu'il  puisse  etre
entier  ou  fractionnaire,  et  on  verra  par  la  suite  comment  il  faudra  resoudre
la  question,  lorsqu'on  ne  veut  admettre  que  des  nombres  entiers.

Soit  donc
V(a + ̂  +  ex2) = y,

et  Ton  en  tirera

de  sorte  que  la  difficulte  sera  reduite  a  rendre  rationnelle  la  quantite

50.  Supposons  donc  en  general  qu'on  ait  a  rendre rationnelle  la  quantite
\­ J5),  c'est­k­dire,  ä  rendre  Ay*­\~B  egal  a  un  carre,  A  et  B  etant

des  nombres  entiers  donnes positifs  ou  negatifs,  et  y  un  nombre indetermine
qui  doit  etre  rationnel.

1)  Voir  p.  349.  H. W.
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II  est  d'abord  clair  que  si  Tun  des  nombres  A  ou B  etoit  =  l,  ou  egal
a  un  carre  quelconque,  le  probleme  seroit  resoluble  par  les  methodes  connues
de  DIOPHANTE,  qui  sont  detaillees  dans le  chapitre  4;  ainsi  nous  ferons  ici  ab­
straction  de  ces  cas,  ou  plutöt  nous  tächerons  d'y  ramener  tous  les  autres.

De  plus,  si  les  nombres  A  et  B  etoient  divisibles  par  des  nombres
carres  quelconques,  on  pourroit  aussi  faire  abstraction  de  ces  diviseurs,
c'est­ä­dire,  les  supprimer,  en  ne  prenant  pour  A  et  B  que  les  quotiens
qu'on  auroit  apres  avoir  divise  les  valeurs  donnees  par  les  plus  grands
carres  possibles;  en  efifet,  supposant  A = a2 A1,  B =  ß*B\  on  aura  a  rendre
carre  le  nombre  AIc?y2­{­BIß2',  donc  divisant  par  /32,  et  faisant ^ = 2/1?  ü
s'agira  de  determiner  Tinconnue  y1,  en  sorte  que  AlyI2­{­Bl  soit  un  carre.

D'oü  il  s'ensuit  que  des  qu'on  aura  trouve  une  valeur  de  y  propre  ä
rendre  Ay*­\­B  egal  k  un  carre,  en  rejetant  dans  les  valeurs  donnees  de  A
et  de  B  les  facteurs  carres  a2  et  ß2  qu'elles  pourroient  renfermer,  il  n'y

fi
aura  qu'a  multiplier  la  valeur  trouvee  de  y  par  ­*­,  pour  avoir  celle  qui  con­
vient  k  la  quantite  proposee.

51.  Considerons  donc  la  formule  Ay2­{­B,  dans  laquelle  A  et  B  soient
des  nombres  entiers  donnes  qui  ne  soient  divisibles  par  aucun  carre;  et
comme  on  suppose  que  y  puisse  etre  une  fraction,  faisons  y = ~,  p  et  q

etant  des  nombres  entiers  et  premiers  entr'eux,  pour  que  la  fraction  soit
reduite  a  ses  moindres  termes;  on  aura  donc  la  quantite  ­^­ +  B  qui  devra
etre  un  carre;  donc  Ap*­}­B(f  devra  en  etre  un  aussi;  de  sorte  qu'on  aura
a  resoudre  Tequation

en  supposant  p, q  et  s  des  nombres  entiers.

Or  je  dis  qu'il  faudra  que  q  soit  premier  a  A,  et  que  p  le  soit  k  J5;
car  si  q  et  A  avoient  un  commun  diviseur,  il  est  clair  que  le  terme  Bq*
seroit  divisible  par  le  carre  de  ce  diviseur;  et  que  le  terme  Ap*  ne  seroit
divisible  que  par  la  premiere  puissance  du  meme  diviseur,  k  cause  que  q  et
p  sont  premiers  entr'eux,  et  que  A  est  suppose  ne  contenir  aucun  facteur
carre;  donc  le  nombre  Ap*­\­Bq*  ne  seroit  divisible  qu'une  seule  fois  par  le
diviseur  commun  de  q  et  de  ­4,  par  consequent  il  seroit  impossible  que  ce
nombre  füt  un  carre.  On prouvera  de  meme  que  p  et  B  ne  sauroient  avoir
aucun  diviseur commun.

LEONHABDI  EULEKI  Opera  omnia Ii  Algebra  74
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Resolution  de  l'equation  Ap2­}­ Bq*= z* en  nombres  entiers

52.  Supposons  A  plus  grand  que  JB,  on  ecrira  cette  equation  ainsi,

et  on  remarquera  que  comme  les  nombres p,  q  et  z  doivent  etre  entiers,  il
faudra  que £ — B q2  soit  divisible  par  A.

Donc,  puisque  A  et  q  sont  premiers  entr'eux,  (art.  precedent),  on  fera,
suivant  la  methode  du  § IV,  art.  48, ci­dessus,

0 =  nq —  A(f,

n  et  q1  etant  deux  nombres entiers  indetermines;  ce  qui  changera  la  formule
#2 — Bq2  en  celle­ci,

(n2 — B)q2  —

dans  laquelle  il  faudra  que  n2 — B  soit  divisible  par  A,  en  prenant  pour  n
A.un  nombre  entier  non  >  — •

On  essayera  donc  pour  n  tous  les  nombres  entiers  qui  ne  surpassent
pas  ­y,  et  si  on  n'en  trouve  aucun  qui  rende  n2 — B  divisible  par  A,  on en
conclura  sur  le  champ  que  l'equation  Ap* = £ — Bq2  n'est  pas  resoluble  en
nombres  entiers,  et  qu'ainsi  la  quantite  Ay2 +  B  ne  sauroit  jamais  devenir
un  carre.

Mais  si  on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs  satisfaisantes  de  n,  on  les
mettra  Tune  apres  Tautre  a  la  place  de n,  et  on poursuivra  le  calcul  comme
on  va  le  voir.

Je  remarquerai  seulement  encore  qu'il  seroit  inutile  de  donner aussi  k  n
des  valeurs  plus  grandes  que  — ;  car  nommant  n1,  n11,  n111,  etc.  les  valeurst  &
de  n  moindres  que  ­^­,  qui  rendront  n2 — B  divisible  par  A,  toutes  les  autres
valeurs  de  n  qui  pourront  faire  le  meme  effet  seront  renfermees  dans  ces
formules,  ^I+/tIJ.,  nu±fjFA,  n^+^A,  etc.  (article  47 du  § 1Y);  or,  sub­
stituant  ces valeurs  a la place de n  dans  la  formule  (n2 — B]q2 — ZnAqq1­}­ A*qlz,
c'est­k­dire  (nq — Äff  — Bq2,  il  est  clair  qu'on  aura  les  memes  resultats
que  si  on mettoit  seulement  n\  n11,  n111,  etc.  ä  la  place de n,  et  qu'on  ajoutät
ä  q1  les quantites + fjfq,  + /uuq, + [inq, etc.,  de  sorte  que,  comme  q1  est  un
nombre  indetermine,  ces  substitutions  ne  donneroient  pas  des  formules  diffe­
rentes  de  celles  qu'on  aura  par  la  simple  Substitution  des  valeurs  n1,  n11,
nin,  etc.
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53.  Puls  donc  que  n2 — B  doit  etre  divisible  par  A,  soit  A1  le  quotient
de  cette  division,  en  sorte  que  A A1 =  n2 — B]  et  Töquation

Ap*=*f—  Bq2 = (n2— B}q*—2nAqq1 +  A2qlz,

etant  divisee  par  A,  deviendra  celle­ci,

p2=AIq2 — 2nqql + Aql\

oü  A1  sera  necessairement  moindre  que  A,  k  cause  que  A1*** n  "7  et  que
B  < A,  et  n  non  >  — •

ü

Or,  1°. si  A1  est  un  nombre  carre,  il  est  clair  que  cette  equation  sera
resoluble  par  les  methodes  connues,  et  Ton  en  aura  la  solation  la  plus  simple
qu'il  est  possible,  en  faisant  gI=0,  0 =  1 et p = YA?.

2°.  Si  A1  n'est  pas  egal  a  un  carre,  on  verra  si  ce  nombre  est  moindre
que  J5,  ou  au  moins  s'il  est  divisible  par  un  nombre  quelconque  carre,  en
sorte  que  le  quotient  soit  moindre  que B,  abstraction  faite  des  signes;  alors
on  multipliera  toute  Tequation  par  A1,  et  Ton  aura,  ä  cause de AAI—n2= —  B,

A1 p2 — (A*q  — nqj  —  B<f*\

de  sorte  qull  faudra  que  BqI*­\­AIp*  soit  un  carre;  donc  divisant  par  p2  et
faisant  — =  y1  et  J.T= 0,  on  aura  k  rendre  carree  la  formule  ByI2­\­  (7, la­
quelle  est,  comme  Ton  voit,  analogue  k  celle de  Tart. 50. Ainsi,  si  C  contient
un  facteur  carre  /2,  on  pourra  le  supprimer,  en  ayant  attention  de multiplier
ensuite  par  y  la  valeur  qu'on  trouvera  pour  y1,  pour  avoir  sä  veritable  va­
leur;  et  Ton  aura  une  formule  qui  sera  dans  le  cas  de  celle  de  Tart.  51,
mais  avec  cette  difference  que  les  coefficiens  B  et  C de  celle­ci  seront  moin­
dres  que  les  coefficiens  A  et  B  de  celle­lä.

54.  Mais  si  A1  n'est  pas  moindre  que  J5,  ni  ne  peut  le  devenir  en  le
divisant  par  le  plus  grand  carre  qui  le  mesure,  alors  on  fera  q =  v<f­\­  q11,
et  substituant  cette  valeur  dans  Tequation,  eile  deviendra

oü

n1— n — vA\  et  Au= A1^­

On  determinera,  ce  qui  est  toujours  possible,  le  nombre  entier  v,  en
sorte  que  n1  ne  soit  pas  >­%­,  abstraction  faite  des  signes,  et  alors  il  est

74
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clair  que  A11  deviendra  < A\  k  cause  de  A11 = —^—  et  de B  =  ou  <  A1

et  n1 =  ou < ~ •

On  fera  donc  ici  le  mfeme  raisonnement  que  nous  avons  fait  dans Tarticle
precedent,  et  si  A11  est  carre,  on  aura  la  resolution  de  Fequation;  si  A11 n'est
pas  carre,  mais  qu'il  soit  <  B  ou  qu'il  le  devienne,  etant  divise  par  un
carre,  on  multipliera  Tequation  par  A11  et  on  aura,  en  faisant  ^==^/1  et
Au= C,  la  formule  J?£/I2+  C,  qui  devra  etre  un  carre,  et  dans  laquelle  les
coefficiens  B  et  (7, (apres  avoir  supprime  dans  C les  diviseurs  carres,  s'il  y
en  a),  seront  moindres  que  ceux  de  la  formule  Ay* ­f  B  de  Tart. 51.

Mais  si  ces  cas  n'ont  pas  lieu,  on  fera,  comme  ci­dessus,  q1 = r1qlljrq111,
et  Tequation  se  changera  en  celle­ci,

jp' = Aluqu* — 2nIIqIIq111 +  Auqm\
ou

fF­if—SA*,  et  A111 = AIIrI*­2 n1 r1 + A1 ­ ̂  S  ­

On  prendra  donc  pour  r1  un  nombre  entier,  tel  que  n11  ne  soit  pas

>­g­,  abstraction  faite  des  signes;  et  comme  B  n'est  pas  > A11,  (%#.),  il
­.112  7>

s'ensuit  de  l'equation  AIU=—ir­  que  A111  sera  <  Au;  ainsi  on  pourra  faire
^i

derechef  les  memes  raisonnemens  que  ci­dessus,  et  on  en  tirera  des  con­

clusions  semblables,  et  ainsi  de  suite.

Maintenant,  comme  les  nombres A,  A1,  A11,  A111,  etc. forment  une  suite
decroissante  de  nombres  entiers,  il  est  visible  qu'en  continuant  cette  suite  on
parviendra  necessairement  a  un  terme  moindre  que  le  nombre  donne  J9;  et
alors  nommant  ce  terme  (7,  on  aura,  comme  nous  Tavons  vu  ci­dessus,  la
formule  By1* +  C  a  rendre  egale  a  un  carre.  De  sorte  que  par  les  ope­
rations  que  nous  venons  d'exposer,  on  sera  toujours  assure  de  pouvoir rame­
ner  la  formule  Ay2 +  B  a  une  autre  plus  simple,  teile  que  By2 ­f  (7, au
moins  si  le  probleme  est  resoluble.

55.  Or,  de  meme  qu'on  a  reduit  la  formule  Ay2­{­ B  a celle­ci
on  pourra  reduire  cette  derniere  a  cette  autre­ci,  (7yII2+D,  ou  D  sera
moindre  que  (7, et  ainsi  de  suite;  et  comme  les  nombres  A,  B,  C,  D, etc.
forment  une  serie  decroissante  de  nombres  entiers,  il  est  clair  que  cette  serie
ne  pourra  pas  aller  a  rinflni,  et  qu'ainsi  Toperation  sera  toujours  necessai­
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rement  terminee.  Si  la  question  n'admet  point  de  solution  en  nombres  ra­
tionnels,  on  parviendra  k  une  condition  impossible;  mais  si  la  qnestion  est
resoluble,  on  arrivera  tonjours  k  une  equation  semblable  k  celle  de  Tart. 53,
et  oü  Tun  des  coefficiens,  comme  A1,  sera  carre;  en  sorte  qu'elle  sera  sus­
ceptible  des  methodes  connues;  or  cette  equation  etant  resolue,  on  pourra,
en  retrogradant,  resoudre  successivement  toutes  les  equations  precedentes,
jusqu'a  la  premiere  Ap2 +  ­ß?2 = #2­

Eclaircissons  cette  methode  par  quelques  exemples.

EXEMPLE  I

56.  Soit  propose  de  trouver  une  valeur  rationnette  de  x,  teile  que  la  formule

l + 150 +  I3x2

devienne  un  carre.  (Voyez  chapitre  4,  art.  57  du  traite  precedent.)

On  aura  donc  ici a =  7,  & =  15, c = 13; donc  4c = 4­13,  et  &2 — 4ac= — 139;
de  sorte  qu'en  nommant  y  la  racine  du  carre  dont  il  s'agit,  on  aura  la
formule

4­13/— 139

qui  devra  etre  un  carre;  ainsi  on  aura  A =  4 ­13  et  B =  — 139,  oü  Ton
remarquera  d'abord  que  A  est  divisible  par  le  carre  4;  de  sorte  qu'il  faudra
rejeter  ce  diviseur  carre  et  supposer  simplement  J. =  13;  mais  on  se  sou­
viendra  ensuite  de  diviser  par  2  la  valeur  qu'on  trouvera  pour  y,  (art.  50).

On  aura  donc,  en  faisant  y = ~,  Tequation  13jp2 — 139gf2=#2,  ou  bien,  a
cause  que  139  est  >  13,  on  fera  y = ­­,  pour  avoir  — 139jp2+
equation  qu'on  ecrira  ainsi,

*2— 13g2.

On  fera,  (art.  52),  z = nq — 139g1,  et  il  faudra  prendre  pour  n  un nombre
entier  non  >~^,  c'est­k­dire  <  70,  tel  que  n2 — 13  soit  divisible  par  139;
je  trouve  w =  41,  ce  qui  donne  n" — 13 =  1668 =  139­12;  de  sorte  qu'en
faisant  la  Substitution  et  divisant  ensuite  par  — 139,  on  aura  Tequation

p*= — 12g2 +  2  ­ 41 qq1 — 139g12.

Or,  comme  — 12  n'est  pas  un  carre,  cette  equation  n'a  pas  encore  les
conditions  requises;  ainsi,  puisque  12  est  dejä  moindre que  13,  on  multipliera
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tonte  Tequation  par  — 12,  et  eile  deviendra  — 12^2= (— 12g +  41j1)2— 13j12,
de  sorte  qu'il  faudra  que  13 g12 — 12p2  soit  un  carre,  ou  bien,  en  faisant
­i­ =  y1,  que  13i/12 — 12  en  soit  un  aussi.

On  voit  ici  qu'il  n'y  auroit  qu'a  faire  yx=l,  mais  comme  ce n'est  que
le  hasard  qui  nous  donne  cette  valeur,  nous  allons  poursuivre le  calcul  selon
notre  methode,  jusqu'a  ce  que  Ton  arrive  k,  une  formule  qui  soit  susceptible
des  methodes ordinaires.  Comme  12  est  divisible par  4,  je  rejette  ce diviseur
carre,  en  me  souvenant  que  je  dois  ensuite  multiplier  la  valeur  de  y1  par  2;
j'aurai  donc  k  rendre  carree  la  formule  13?/12 — 3,  ou  bien,  en  faisant
y1 = ­ ,  (on suppose  que r  et  s  sont  des nombres  entiers  premiers  entr'eux,
en  sorte  que  la  fraction  ~  soit  deja  reduite  k  ses  moindres  termes,  comme
la  fraction  ~ ),  celle­ci  13 r2 — 3s2;  soit  la  racine /,  j'aurai

=*"+ 3s8,

et  je  ferai  2? = ms — 13s1,  m  etant  un  nombre  entier  non  >y,  c'est­a­dire
<  7,  et  tel  que  m2 +3  soit  divisible  par  13;  or  je  trouve  m =  6,  ce qui
donne  m2­f 3 =  39 = 13­3;  donc  substituant  la  valeur  de /  et  divisant  toute
Tequation  par  13,  on  aura

Comme  le  coefficient  3  de  s2  n'est  ni  carre  ni  moindre  que  celui  de  s2  dans
l^quation  precedente,  on  fera,  (art. 54),  s = /äs1 +  su,  et  substituant  Ton  aura
la  transformee

^—Ss112— 2(6
o

on  determinera  /u,  en  sorte  que  6 — 3 /u  ne  soit  pas  >y,  et  il  est  clair  qu'il
faudra  faire  /u = 2,  ce  qui  donne  6 — 3/^ =  0;  et  Tequation  deviendra

laquelle  est,  comme Ton  voit,  reduite  a  Tetat  demande, puisque  le  coefficient
du  carre  de  Tune  des  deux  indeterminees  du  second  membre  est  aussi  carre.

On  fera  donc,  pour  avoir  la  solution  la  plus  simple  qu'il  est  possible,
s11 = 0,  s1 = l  et r = l;  donc s =  /u = 2, et de4k  y1 = ~ = —;  mais nous avons
vu  qu'il  faut  multiplier  la  valeur  de  y1 par  2;  ainsi  on  aura  yx=l;  donc, en

retrogradant  toujours,  on aura  ­^­ = 1;  donc  (£ = p\  donc Tequation

— 12p2 =  (— 12g +  41g1)2—
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donnera  ( — I2q +  41jp)2 = p2;  donc  — ~L2q­\­41p=p,  c'est­a­dire  12# =  40jp;

donc  y = — = i2 a s=y;  mais  comme  il  faut  diviser  la  valeur  de  y  par  2,  on

aura  y = y;  ce  sera  le  cote  de la racine de la  formule  proposee  7 + 15# + 13#2;

ainsi  faisant  cette  quantite  = y ,  on trouvera  par  la  resolution  de l'equation,

26x + 15 _ +  ­I­,  d'oü
~~~  19  2

* —  M» ou=­r
On  auroit  pu  prendre  aussi  — 12g + 41p =  — p,  et  Ton  auroit  eu

y= — =  Y,  et  divisant  par  2,  ^/ = ̂   faisant  donc 7 ­f­ 150 +  13#2 =  (^2) , on
q

trouvera  26 rr ­f  15 = + yj  donc

2l  3
Ä — 62' °U = =­T'

Si  on  vouloit  avoir  d'autres  valeurs  de  x,  il  n'y  auroit  qu'k  chercher
d'autres  Solutions  de  Tequation  r2 =  3s112 +  s12,  laquelle  est  resoluble  en
general  par  les  methodes  connues;  mais  on  peut  aussi,  des  qu'on  connoit
une  seule  valeur  de  x,  en  deduire  immediatement  toutes  les  autres  valeurs
satisfaisantes  de  x  par  la  methode  expliquee  dans  le  chapitre  4  du  traite
precedent.

REMÄRQÜE

57.  Supposons  en  general  que  la  quantite  a + Ix + w?  devienne  egale
a  un  carre  ^2,  lorsque  x = f,  en  sorte  que  Ton  ait  a + bf­\­  cf2 =  g*\  donc
a = g2 —  b f — c f 2 ;  de  sorte  qu'en  substituant  cette  valeur  dans  la  formule
proposee,  eile  deviendra

Qu'on  prenne  g +  we(# — /*)  pour  la  racine  de  cette  quantitö, m etant  un
nombre  indetermine,  et  Ton  aura  Tequation

c'est­a­dire  en  effa$ant  g2  de  part  et  d'autre,  et  divisant  ensuite  par  x —  f,

= 2mg +  m\x —  f};
d'oü  Ton  tire

_  fm* — 2gm
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Et  il  est  clair  qu'k  cause  du  nombre  indetermine  m,  cette  expression  de  x
doit  renfermer  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  donner  a  o?,  pour que la formule
proposee  devienne  un  carre;  car  quel  que  soit  le  nombre  carre  auquel  cette
formule  peut  etre egale,  il  est visible  que  la  racine  de  ce  nombre  pourra  tou­
jours  etre  representee  par  g­\­m(x  — /*),  en  donnant  ä  m  une  valeur  con­
venable.  Ainsi  quand  on  aura  trouve  par  la  methode  expliquee ci­dessus  une
seule  valeur  satisfaisante  de  x,  il  n'y  aura  qu'k  la  prendre  pour  f ,  et  la
racine  du  carre  qui  en  resultera  pour g\  Ton  aura,  par  la formule precedente,
toutes  les  autres  valeurs  possibles  de  x.

Dans  l'exemple  precedent  on  a  trouve  2/=y  et x= — ~;  ainsi  on  fera

~  et  /* = — y,  et  Ton  aura

— 10m— 2m2

c'est  Texpression  generale  des  valeurs  rationnelles  de  x,  qui  peuvent  rendre
carröe  la  quantite  7 +  15 # +  13 x2.

EXEMPLE  II

58.  Soit  encore  propose  de  trouver  une  valeur  rationnelle  de  y>  teile  que

— 5
soit  un  carre.

Comme  23  et  5  ne  sont  divisibles  par  aucun  nombre  carre,  il  n'y  aura
aucune  reduction  ä  y  faire.  Ainsi  en  faisant  y = ~,  il  faudra  que  la  for­
mule  23^2 — 5g2  devienne  un  carre /;  de  sorte  qu'on  aura  Tequation

On  fera  donc  z = nq — 23g1,  et  il  faudra  prendre  pour  n  un  nombre
9  Q

entier  non  > y ,  tel  que  n2 ­f­ 5  soit  divisible  par  23.  Je  trouve  n = 8 ,  ce
qui  donne  ^2+5 =  23­3,  et  cette  valeur  de  n  est  la  seule  qui  ait  les con­
ditions  requises.  Substituant  donc  8q — 23 ql  k  la  place  de  #,  et  divisant  toute
Tequation  par  23, j'aurai  celle­ci,

dans  laquelle  on  voit  que  le  coefficient  3  est  dejk moindre que la valeur  de B
qui  est  5,  abstraction  faite  du  signe.
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Ainsi  on  multipliera  toute  l'equation  par  3,  et  Ton  aura

de  sorte  qu'en  faisant  — =  y1,  il  faudra  que  la  formule  — 5yl* +  3  soit  un

carre,  oü  les  coefficiens  5  et  3  n'admettent  aucune  reduction.

Soit  donc  yi=— ,  (r  et  s  sont  supposes  premiers  entr'eux,  au  lieu  que

q1 ei p  peuvent  ne pas l'etre), et  Ton aura ä rendre  carree la  quantite  — 5r2 + 3s3;
de  sorte  qu'en  nommant  la  racine  /,  on  aura  — 5r2 + 3s2 =  #12  et  de­l&

On  prendra  donc /= ms +  5s1,  et  il  faudra  que m soit  un nombre  entier

non  > y,  et  tel  que  m2 — 3  soit  divisible  par  5;  or  c'est  ce  qui  est  impos­

sible,  car  on  ne  pourroit  prendre  que  m =  l  ou  2,  ce  qui  donne  m2 — 3 = — 2
ou = 1.  Ainsi  on  en  doit  conclure  que  le  probleme n'est pas resoluble,  c'est­
k­dire  qu'il  est  impossible  que  la  formule  23 y2 — 5  puisse  jamais  devenir
egale  k  un  nombre  carre,  quelque  nombre  que  Ton  substitue  ä  la  place de y.

COROLLAIRE

59.  Si  on  avoit  une  equation  quelconque  du  second  degre  a  deux  in­
connues,  teile  que

a  ­f­ bx +  cy +  dx2 +  exy +  fy2 = 0,

et  que  Ton  proposat  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de  x  et  y  qui  satis­
fissent  k  cette  equation,  on  j  pourroit  parvenir,  lorsque cela  est possible,  par
la  methode  que  nous  venons  d'exposer.

En  effet,  si  on  tire  la  valeur  de  y  en  x,  on  aura

2/V +  ex +  c =  V((c +  ex)2—  ±f(a  + bx + dx2)),

ou  bien  en  faisant  a =  c2 — 4af,  ß =  2ce — 46/1,  y =  e2 —

de  sorte  que  la  question  sera  reduite  a  trouver  des  valeurs  de x  qui rendent
rationnel  le  radical  Y(a  +  ßx +  yx2).

REMAßQUE

60.  Nous  avons  deja  traite  ce  meme  sujet,  mais  d'une  maniere  un  peu
differente,  dans  les  Memoires  de  TAcademie  des  Sciences  de Berlin  pour

LEONHARDI  EULEBI  Opera  omnia  Ii  Algebra  75
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l'annee  1767 *),  et  nous  croyons  etre  les  premiers  qui  ayons  donne une methode
directe  et  exempte  de  tätonnement  pour  la  solution  des  problemes  indeter­
mines  du  second  degre.  Le  Lecteur  qui  sera  curieux  d'approfondir  cette
matiere,  pourra  consnlter  les  Memoires  cites,  oü  il  trouvera  sur­tout  des
remarques  nouvelles  et  importantes  sur  la  recherche  des  nombres  entiers qui,
etant  pris  pour  n,  peuvent  rendre  n2 — B  divisible  par A,  A  et  B  etant  des
nombres  donnes.

On  trouvera  aussi  dans  les Memoires pour les annees  17702) et  suivantes,
des  recherches  sur  la  forme  des  diviseurs  des  nombres  representes  par
z* — Bq2;  de  sorte  que  par  la  forme  meme  du  nombre  A,  on  pourra  juger
souvent  de  Timpossibilite  de  Tequation  Ap2=z2—Bq2,  oü  Aif  ­f  B = ä  un
carre,  (art. 52).3)

1)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  t.  II,  p. 377.  H.  W.
2)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  t. II,  p. 581.  H. W.
3)  Les  editions  ulterieures  contiennent  Faddition  suivante:

„LEGENDRE  s'est  occupe depuis,  dans  le  Memoire  cite  plus  haut  (art. 47), a  chercher  les con­

ditions  generales  de  la  possibilite  ou  de Timpossibilite  des  equations indeterminees du second degre,

et  il  est  parvenu  a  ce theoreme  remarquable,  que

L'equaüon  ax2  +  ly* = c/,  dans  laquelle  a,  ~b, c  sont  positifs,  premiers  entre  eux  et  degages
de  tout  facteur  carre,  est  resoluble,  si  Von peut  trouver  trois  entiers  A,  f*,  v,  tels  que  les  trois  quantites
ah*­4­b  cu,* — b  cv*—a  .  ,  7  ..  ,,  TT  TTr—,  ~­  ,  —5  soient  des entiers.  H. W.

/»  "  n  7  h



PARAGRAPHE  VI

SUR  LES  DOUBLES  ET  TRIPLES  EGALITES

61.  Nous  traiterons  ici  en  peu  de  mots  des  doubles  et  triples  egalites,
qui  sont  d'un  usage  tres­frequent  dans  l'analyse  de  DIOPHANTE,  et  pour  la
solution  desquelles  ce  grand  Geometre  et  ses  Commentateurs  ont  cru  devoir
donner  des  regles  particulieres.

Lorsqu'on  a  une  formule  contenant  une  ou  plusieurs  inconnues  k  egaler
a  une  puissance  parfaite,  comme  a  un  carre  ou  a  un  cube  etc.,  cela  s'appelle
dans  Tanalyse  de  DIOPHANTE  une  egalite  simple;  et  lorsqu'on  a  deux  formules
contenant  la  meine  ou  les  meines  inconnues  k  egaler  chacune  a  des  puis­
sances  parfaites,  cela  s'appelle  une  egalite  double,  et  ainsi  de  suite.

Jusqu'ici  on  a  vu  comment  il  faut  rescudre  les  egalites  simples  oü  l'in­
connue  ne  passe  pas  le  second  degre,  et  oü  la  puissance  proposee  est  la  se­
conde,  c'est­k­dire  le  carre.

Voyons  donc  comment  on  doit  traiter  les  egalites  doubles  et  triples  de
la  meme  espece.

62.  Soit  d'abord  proposee  cette  egalite  doublee,

a +  bx = ä un carre

c +  dx = ä un carre,

oü  Tinconnue  x  ne  se  trouve  qu'au  premier  degre.
Faisant  a + &# =  t~  et  c +  dx = ^2,  et  chassant  x  de  ces deux  equations,

on  aura  ad — bc =  dt2 — bu2;  donc  dt2 =  lu2 + ad — le,  et

(dtf  = dbu2 + (ad — lc}d\

de  sorte  que  la  difficulte  sera  reduite  a  trouver  une  valeur  rationnelle  de  u,
teile  que  dbu2­\­  ad2 —  "bcd  devienne un  carre.  On resoudra cette  egalite  simple
par  la  methode  exposee  ci­dessus,  et  connoissant  ainsi  u  on  aura  #==^­^.

75*
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Si  Tegalite  doublee  etoit

ax2 +  Ix =  ä un carre

c x2 +  dx =  ä un carre,

il  n'y  auroit  qu'a  faire  x = ­x,  et  multiplier  ensuite  l'une  et  Tautre  formule
par  le  carre  x1*,  on  auroit  ces  deux  autres  egalites

a +  bxl =  ä un  carre  et  c +  dx1 — ä un  carre,

qui  sont  semblables  aux precedentes.

Ainsi  on  peut  resoudre  en  general  toutes  les  egalites  doubles  oü  l'in­
connue  ne  passe  pas  le  premier  degre,  et  celles  oü  Tinconnue  se  trouve dans
tous  les  terrnes,  pourvu  qu'elle  ne  passe  pas  le  second  degre;  mais  il  n'en
est  pas  de  meme  lorsque  Ton  a  des  egalites  de  cette  forme,

a­{­'bx­\­cx2 = ä un carre

a +  ßx +  yx2 = ä un carre.

Si  on  resoud  la  premiere  de  ces  egalites  par  notre  methode,  et  qu'on
nomme  f  la  valeur  de  x  qui  rend  a +  bx +  ex2 =  au  carre  g2,  on  aura  en
general,  (art. 57),

fm2

x  ==  '—
m* — c

donc  substituant  cette  expression  de  x  dans  Tautre  formule  « + /?# +  yx*,
et  la  multipliant  ensuite  par  (m2—c)2,  on  aura  k  resoudre  Tegalite

a(m2 — cf  +  ß(m* — c)(fm*  — 2gm +  b +  cf]  +  y(fm2  — 2gm + & +  cf)2 = äun carre,

dans  laquelle  Tinconnue  m  monte  au  quatrieme  degre.

Or  on  n'a  jusqu'a  present  aucune regle  generale pour resoudre ces sortes
d1 egalites,  et  tout  ce  qu'on  peut  faire,  c'est  de  trouver  successivement  diffe­
rentes  Solutions,  lorsqu'on  en  connoit  une  seule.  (Voyez  le  chapitre  9).

63.  Si  on  avoit  la  triple  egalite

ax

ex +  dy

Jtx  +  Jcy

=  ä un carre,
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on  feroit  ax +  by =  t2,  ex  ­f­ dy  =  u2,  et  hx  ­\­ ky =  s2,  et  chassant  x  et  y  de
ces  trois  öquations,  on  auroit  celle­ci,

(ak  —  bfyu2—  (ck  — dJi)t2=(ad  — c&)s2;

de  sorte  qu'en  faisant  y =  #,  la  difficulte  se  reduiroit  ä  resoudre  Tegalite
simple,

ak — bh  g  ck — dh— jer  — =  a un carre,
ad  — cb  ad  —CD

laquelle  est,  comme  Ton  voit,  dans  le  cas  de  notre  methode  generale.
Ayant  trouve  la  valeur  de  B,  on  aura  u =  tB,  et  les  deux  premieres

equations  donneront
d — lz*  ,2  a02~c  ,o

x =  —=  r t*,  y =  —j  T t2.
ad — cb  ad—  cb

Mais  si  la  triple  egalite  proposee  ne  contenoit  qu'une  seule  variable,  on
retomberoit  alors  dans  une egalite  oü rinconnue  monteroit  au quatrieme  degre.

En  effet,  il  est  clair  que  ce  cas  peut  se deduire du  precedent,  en  faisant
y =  l;  de  sorte  qu'il  faudra  que  Ton  ait  ­^^^­^ = 1,  et  par  consequent

„ ­2

ä  un  carre.ad  — cb

Or,  nommant  f  une  des  valeurs  de  B  qui  peuvent  satisfaire  a  Tegalite
ci­dessus,  et  faisant,  pour  abreger,  a

ad~^_c^ =  e,  on  aura  en  general,  (art. 57),

Donc,  substituant  cette  valeur  de  z  dans  la  derniere  egalite,  et  la  mul­
tipliant  toute  par  le  carre  de  m2 —  e,  on  aura  celle­ci,

= a un carre_ ­  —  ­
ad — cb

oü  rinconnue  m  monte,  comme  Ton  voit,  au  quatrieme  degre.



PARAGRAPHE  VII

METHODE  DIRECTE ET  aENERÄLE
POUR  TROUVER  TOUTES  LES  VALEURS  DE  y  EXPRIMEES

EN  NOMBRES  ENTIERS  PAR  LESQUELLES ON  PEUT RENDRE
RATIONNELLES  LES  QUANTITES  DE  LA  FORME

V(Ay*+B)

A  ET  B  ETANT  DES  NOMBRES  ENTIERS DONNES
ET  POUR  TROUVER  AUSSI  TOUTES  LES  SOLUTIONS  POSSIBLES

EN  NOMBRES  ENTIERS  DES  EQUATIONS  INDETERMINEES
DU  SECOND  DEGRE  A  DEUX  INCONNUES

ADDITION  POUR  LE  CHAPITRE  61)

64.  Quoique  par  la  methode  du  § V  on  puisse  trouver  des formules gene­
rales  qui  renferment  . toutes  les  valeurs  rationnelles  de  y,  propres  a  rendre
Ay* ­\­ B  egal  a  un  carre,  cependant  ces  formules  ne  sont  d'aucun  usage,
lorsqu'on  demande  pour  y  des  valeurs  exprimees  en  nombres  entiers;  c'est
pourquoi  nous  sommes  obliges  de  donner  ici  une  methode  particuliere  pour
resoudre  la  question  dans  le  cas  des  nombres  entiers.

Soit  donc

et  comme  A  et  B  sont  supposes  des  nombres  entiers,  et  que  y  doit  etre
aussi  un  nombre  entier,  il  est  clair  que  x  devra  etre  pareillement  entier;  de
sorte  qu'on  aura  ä  resoudre  en  entiers  l'equation

Je  commence  par  remarquer  ici  que  si  B  n'est  divisible  par  aucun
nombre  carre,  il  faudra  necessairement  que  y  soit  premier  a  B\  car  suppo­

1)  Voir  p.  369.  H. W.
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sons,  s'il  est  possible,  que  y  et  B  aient  une  commune  mesure  «,  en  sorte
tjue  y = ay1,  et B = «J31;  donc on aura  x2 — Aa2yl* = aBl,  d'oü il s'ensuit qu'il
faudra  que  x2  soit  divisible  par  a;  et  comme  a  n'est  ni  carre ni divisible  par
Etucun  carre,  (%p.),  ä  cause  que  a  est  facteur  de  B,  il  faudra  que a?  soit  divi­
sible  par  a]  faisant  donc  x^ax1,  on  aura  aV2= a2^7/I2+ «­B1?  ou  bien  en
divisant  par  a,  a#I2 =  aAy™  ­{­  J51;  d'oü  Ton  voit  que  B1  devroit  encore  etre
divisible  par  a,  ce  qui  est  contre  rhypothese.

Ce  n'est  donc  que  lorsque  B  contient  des  facteurs  carres  que  y  peut
woir  une  commune  mesure  avec  B]  et  il  est  facile  de  voir  par  la  demon­
stration  precedente  que  cette  commune mesure  de  y  et  de  B  ne  peut  etre
[jue  la  racine  d'un  des  facteurs  carres  de B,  et  que  le  nombre  x  devra  avoir
la  meme  commune mesure;  en  sorte  que  toute  Tequation  sera  divisible  par
Le  carre  de  ce  commun  diviseur  de  x,  y  et  B.

De­lk  je  conclus,  1°. que  si  B  n'est  divisible  par  aucun  carre,  y  ei  B
seront  premiers  entr'eux.

2°.  Que  si  B  est  divisible  par  un  seul  carre  a2, y  pourra  etre  premier
i B  ou  divisible  par  a,  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  faudra  examiner  separe­
ment;  dans  le  premier  cas  on  resoudra  Tequation  x2 — Ay2=B,  en  suppo­
sant  y  ei  B  premiers  entr'eux;  dans  le  second  on  aura  a  resoudre  Tequation

T)

v2—Ay2=BI,  B1  etant  =  ­^­,  en  supposant  aussi  y  ei B1  premiers  entr'eux;
mais  il  faudra  ensuite  multiplier  par  a  les  valeurs  qu'on  aura  trouvees  pour
[/  et  x,  pour  avoir  les  valeurs  convenables  ä  Tequation  proposee.

3°.  Que  si  B  est  divisible  par  deux  differens  carres,  a2  et  ß2,  on  aura
trois  cas  a  considerer;  dans  le  premier  on  resoudra  Tequation  x2 — Ay2=B,
3n  regardant  y  ei  B  comme  premiers  entr'eux;  dans  le  second  on  resoudra

T>

le  meme  Fequation  x2 — Ay2 = B1,  B1  etant  =  ­^ ,  dans  Thypothese  de  y  et
B1  premiers  entr'eux,  et  on  multipliera  ensuite  les  valeurs  de x  et  y  par  a;

75

lans  le  troisieme  on  resoudra  Tequation  x2—Ay2 = B11,  B11  etant  = F >
lans  Thypothese  de  y  ei  B11  premiers  entr'eux,  et  on  multipliera  ensuite  les
valeurs  de  x  ei  de  y  par  ß.

4°. etc. Ainsi  on  aura  autant  d'equations  differentes  a  resoudre,  qu'il  y
mra  de  differens  diviseurs  carres  de  jB;  mais  ces  equations  seront  toutes  de
ia  meme  forme

3t  y  sera  aussi  toujours  premier  h,  B.
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65.  Considerons donc en general  l'equation

oü  y  est  premier  a  J5;  et  comme  x  et  y  doivent  etre  des  nombres  entiers,  il
faudra  que  x2 — Ay2  soit  divisible  par  B.

On  fera  donc,  suivant  la  methode  du § IV,  art. 48, x = ny — B z,  et  Ton
aura  Fequation

(n2 — A)y2—2nByz  +  B2/  — J5,

par  laquelle  on  voit  que  le  terme  (n2 — A)y2  doit  etre  divisible  par  J5,  puis­
que  tous  les  autres  le  sont  d'eux­memes;  donc,  comme  y  est  premier  k  B,
(hyp.},  il  faudra  que  n2 — A  soit  divisible  par  B;  de  sorte  qu'en  faisant
^­^—  ==  (7,  on  aura,  apres  avoir  divise  par  B,

or  cette  equation  est  plus simple que la  proposee,  en ce que le  second membre
est  egal  k  Tunite.

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  n  qui  peuvent  rendre  n2 — A  divisible
par  B]  pour  cela  il  suffira,  (art. 47),  d'essayer  pour n  tous  les nombres entiers

T)

positifs  ou  negatifs  non  >  ­y­;  et  si  parmi  ceux­ci  on  n'en  trouve  aucun  qui
satisfasse,  on  en  conclura  d'abord  qu'il  est  impossible  que  n2 — A  puisse  6tre
divisible  par  J5,  et  qu'ainsi  Tequation  proposee n'est  pas  resoluble  en nombres
entiers.

Mais  si  on  trouve  de  cette  maniere un  ou  plusieurs  nombres satisfaisans,
on  les  prendra  Tun  apres  Tautre  pour  n,  ce  qui  donnera  autant  de  diffe­
rentes  equations  qu'il  faudra  traiter  separement,  et  dont  chacune  pourra
fournir  une  ou  plusieurs  Solutions  de  la  question  proposee.

~D

Quant  aux  valeurs  de  n  qui  surpasseroient  celle  de  ­y,  on  en  pourra
faire  abstraction,  parce  qu'elles  ne  donneroient  point  d'equations  differentes

JD

de  celles  qui  resulteront  des  valeurs  de  n  qui  ne  sont  pas  >  ­y,  comme
nous  l'avons  deja  montre  dans  l'art. 52.

Au  reste,  comme  la  condition  par  laquelle  on  doit  determiner n  est  que
n2 — A  soit  divisible  par  B,  il  est  clair  que  chaque  valeur  de  n  pourra  etre
egalement  positive  ou  negative;  de  sorte  qu'il  suffira  d'essayer successivement

T>

pour  n  tous  les  nombres  naturels  qui  ne  sont  pas  plus  grands  que  — ,  et de
prendre  ensuite  les  valeurs  satisfaisantes  de  n  tant  en plus  qu'en  moins.
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Nous  avons  donne  ailleurs  des  regles  pour  faciliter  la  recherche  des
valeurs  de  n  qui  peuvent  avoir  la  propriete  requise,  et  meme  pour  trouver
ces  valeurs  ä  priori  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Voyez  les  Memoires
de  Berlin  pour  Tannee  1767,  pages  194 et  274.1)

Resolution  de  Vequation  Cy* — 2nyz­{­  JBz*=l  en  nombres  entiers

On  peut  resoudre  cette  equation  par  deux  methodes  differentes  que nous
allons  expliquer.

PREMIERE  METHODE

66.  Comme  les  quantites  (7, n,  B  sont  supposees  des  nombres  entiers,
de  meme  que  les  indeterminees  y  et  z,  il  est  visible  que  la  quantite

Cy* — 2nyz  +  Bf

sera  toujours  necessairement  egale  a  des  nombres  entiers;  par  consequent
Tunite  sera  la  plus  petite  valeur  qu'elle  puisse  recevoir,  k  moins  qu'elle  ne
puisse  devenir  nulle,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  lorsque  cette  quantite  peut
se  decomposer  en  deux  facteurs rationnels;  comme ce cas n'a  aucune  difficulte,
nous  en  ferons  d'abord  abstraction,  et  la  question  se  reduira  ä  trouver  les
valeurs  de  y  et  0, qui  rendront  la  quantite  dont  il  s'agit  la  plus  petite  qu'il
est  possible;  si  le  minimum  est  egal  a  Tunite,  on aura  la  resolution  de Tequa­
tion  proposee,  sinon on sera  assure qu'elle  n'admet  aucune solution  en nombres
entiers.  Ainsi  le  probleme  present  rentre  dans  le  probleme  III  du  § II,  et
est  susceptible  d'une  solution  sernblable.  Or,  comme  Ton  a  ici

(Znf  —

(art.  65),  il  faudra  distinguer  deux  cas,  suivant  que A  sera  positif  ou negatif.

Premier  Cas lorsque  n2 — J5 (7 = A  <  0

67.  Suivant  la  methode  de  Tart. 32  il  faudra  reduire en fraction continue
la  fraction ^,  prise  positivement;  c'est  ce  qu'on  executera  par  la  regle  de
Tart. 4;  ensuite  on  formera  par  les  formules  de  Tart. 10  la  serie des fractions
convergentes  vers ~,  et  il  n'y  aura plus qu'k essayer  successivement les nume­
rateurs  de  ces  fractions  pour  le  nombre  y,  et  les  denominateurs  correspon­

1)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  t. II,  p.  377  et  655.  H.  W.
LEONHARDI  EULERI  Opera  omnia  II  Algebra  76
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dans  pour  le  nombre  z]  si  la  proposee  est  resoluble  en  nombres  entiers,  on
trouvera  de  cette  maniere  les  valeurs  satisfaisantes  de  y  et  z\  et  reciproque­
ment  on  sera  assure  que  la  proposee  n'admet  aucune  solution  en  nombres
entiers,  si  parmi  les  nombres  qu'on  aura  essayes  il  ne  s'en  trouve  point  de
satisfaisans.

Second  Cas lorsque  n2 — B C= A > 0

68.  On  fera  usage  ici  de  la  methode  de  Tart. 33  et  suiv.;  ainsi,  a  cause
de  E=kA,  on  considerera  d'abord  la  quantite,  (art.  39),

a_n±VA
a—  c—,

dans  laquelle  il  faudra  determiner  les  signes  tant  de  la  valeur  de  w,  que
nous  avons  vu  pouvoir  etre  egalement  positive  et  negative,  que  de  VA,  en
sorte  qu'elle  devienne  positive;  ensuite  on  fera  le  calcul  suivant:

<?°=­«, po

o  i  /io  pi  _  Q1* —  A
­r  v  ^  *  — —  ö —

*— A  n ^  — Q11 ±  VA
—  ­­­­  —

nni _  n pn  i  £fi  pm _  ^II12— A  m  — ̂ m T  y Ay  — fi  r  ­\­ v ,  r  — — pij — ,  p  < ­ ­p^ ­

etc.  etc.  etc.

et  on  continuera  seulement  ces  series  jusqu'k,  ce  que  deux  termes  correspon­
dans  de  la  premiere  et  de  la  seconde  serie  reparoissent  ensemble;  alors,  si
parmi  les  termes  de  la  seconde  serie  P°,  P1,  P11,  etc.  il  s'en  trouve  un  egal
a  Tunite  positive,  ce  terme  donnera  une  solution  de  Tequation  proposee,  et
les  valeurs  de  y  et  z  seront  des  termes  correspondans  des  deux  series
^°, p\  p11,  etc.  et  j°,  ql,  q11,  etc.  calculees  par  les  formules  de  Tart. 25;  sinon
on  en  conclura  sur  le  champ  que  la  proposee  n'est  pas  resoluble  en nombres
entiers.  (Voyez  Texemple  de  Tart. 40.)

Troisieme  Cas lorsque  A = ä un carre

69.  Dans  ce  cas  le  nombre VA  deviendra  rationnel,  et  la  quantite

Cy* — 2nyz +  B z*
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pourra  se  decomposer  ien  deux  facteurs  rationnels.  En  effet  cette  quantite
n'est  autre  chose  que  celle­ci,

G

laquelle,  en  supposant  A =  a2,  peut  se  mettre  sous  cette  forme,

_
G

Or,  comme  n2 — a2 = BC= (n +  a) (n — a),  il  faudra  que  le  produit  de
n +  a  par  n — a  soit  divisible  par  (7, et  par  consequent  que  Tun  de ces deux
nombres  n +  0  et  % — a  soit  divisible  par  un  des  facteurs  de  (7,  et  Tautre
par  le  facteur  reciproque;  supposons  donc  C==bc  et  que  n­}­a = f b ,  et
n — a = gc,  f  et  g  etant  des  nombres  entiers,  et  la  quantite  precedente  de­
viendra  le  produit  de  ces  deux  facteurs  lineaires,  cy + fz  et  by + gz;  donc,
puisque  ces  deux  facteurs  sont  egaux  a  des  nombres  entiers,  il  est  clair  que
leur  produit  ne  sauroit  etre =1,  comme  Tequation  proposee  le  demande,  ä
moins  que chacun  d'eux  ne  soit  en particulieur  = + l ;  on  fera  donc

Cy + f0 = + l  et  by + gz = + l,

et  on  determinera  par­lk  les  nombres  y  et  #;  si  ces  nombres  se  trouvent
entiers,  on  aura  la  solution  de  Tequation  proposee,  sinon  eile  sera  insoluble
au  moins  en  nombres  entiers.

SECONDE  METHODE

70.  Qu'on  pratique  sur  la  formule

des  transformations  semblables  a  celles  dont  nous  avons  fait  usage  plus haut,
(art.  54),  et  je  dis qu'on  pourra  toujours  parvenir  ä une transformee,  teile que

les  nombres  L, M,  N  etant  des  nombres  entiers  dependans  des  nombres
donnes  C, B, n,  en  sorte  que  Ton  ait

et  que  de  plus  2M  ne  soit  pas  plus  grand,  (abstraction  faite  des  signes),  que
le  nombre  L,  ni  que  le  nombre  N,  les  nombres  £  et  y  seront  aussi  des
nombres  entiers,  mais  dependans  des  nombres  indetermines  y  et  0.

76*
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En  effet  soit,  par  exemple,  G moindre  que  J5,  et  qu'on  mette  la  formule
dont  il  s'agit  sous  cette  forme

en  faisant  C=Bl  et  £ =  2/1;  si  2n  n'est  pas  plus  grand  que  B1,  il  est  clair
que  cette  formule  aura  deja  d'elle­meme  les  conditions  requises;  mais  si  2n
est  plus  grand  que  l?1,  alors  on  supposera  y = my1 +  y11,  et  substituant  on
aura  la  transformee

oü
n1 = n — mB\

fft^m'B1—  2mn + B

Or,  comme  le  nombre  m  est  indetermine,  on  pourra,  en  le  supposant
entier,  le  prendre  tel  que  le  nombre  n — m B1  ne  soit  pas  plus  grand  que
y I?1;  alors  2 n1  ne  surpassera  pas  B1 .  Ainsi,  si 2 n1 ne  surpasse  pas  non plus
J5n,  la  transformee  precedente  sera  dejä  dans  le  cas  qu'on  a  en  vue;  mais
si  2 n1  est  plus  grand  que JBn,  on  continuera  alors  a  supposer  y1 =  nfy11 + yra,
ce  qui  donnera  la  nouvelle  transformee

O

>­!­•"  —  ^ii

On  determinera  le  nombre  entier  m\  en  sorte  que  nI—mlBIIne  soit  pas

plus  grand  que ­  ,  moyennant  quoi  2n11 ne  surpassera  pas J?n;  de  sorte  que
Ton  aura  la  transformee  cherchee,  si  2n11 ne  surpasse  pas  non  plus  B111, mais
si  2nu  surpasse  B111,  on  supposera  de  nouveau yu= muyui­}­  y™,  etc.  etc.

Or  il  est  visible  que  ces  operations  ne  peuvent  pas  aller  a  Tinfini;  car
puisque  2n  est  plus  grand  que  B1  et  que  2nl ne  Test  pas,  il  est  clair  que  n1

sera  moindre  que  n\  de  meme  2n1  est  plus  grand  que  J5n,  et  2nu  ne  Test
pas;  donc  n11 sera  moindre  que  n1,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que les nombres
n, n\  n11,  etc.  formeront  une  suite  decroissante  de  nombres entiers,  laquelle ne
pourra  par  consequent  pas  aller  a  rinfini.  On  parviendra  donc  necessaire­
ment  a  une  formule  oü  le  coefficient  du  terme  moyen ne  sera  pas  plus  grand
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que  ceux  des  deux  termes  extremes,  et  qui  aura d'ailleurs les autres  proprietes
que  nous  avons  enoncees  ci­dessus;  ce  qui  est  evident  par  la  nature  meme
des  transformations  pratiquees.

Pour  faciliter  la  transformation  de  la  formule

Cy2—  2nyz + B z2

en  celle­ci,

je  designe  par  D  le  plus  grand  des  deux  coefficiens  extremes  C et B,  et  par
D1 l'autre  coefficient;  et,  vice  versa,  je  designe  par  6  la  variable  dont le carre
se  trouvera  multiplie  par  D1  et  par  6l  Tautre  variable;  en  sorte  que  la for­
mule  proposee  prenne  cette  forme

oü  D1  soit  moindre  que  D;  ensuite  je  n'aurai  qu'a  faire  le  calcul  suivant:

m  = ­ L ,  n1  — n  — mD\  D11 =  ,  0 = m 6l  +  Ou

=  m1

JIV =

etc.  etc.  etc.

oü  il  faut  bien  remarquer  que  le  signe =,  qui  est  mis  aprfes  les  lettres
m, m1, m11,  etc. n'indique  pas  une  egalite  parfaite,  mais  seulement  une  egalite
aussi  approchee  qull  est  possible,  en  tant  qu'on  n'entend  par  m, m1,  m11, etc.
que  des  nombres  entiers.  Je  n'ai  employe  ce  signe  =  que  faute  d'un  autre
signe  convenable.

Ces  operations  doivent  etre  continuees  jusqu'a  ce  que  dans  la  serie
n,  n1,  nu,  etc.  on  trouve  un  terme  comme  n$,  qui,  (abstraction  faite  du
signe),  ne  surpasse  pas  la  moitie  du  terme  correspondant  D?  de  la  serie
D1, D11, Dm, etc. non plus  que la  moitie  du terme  suivant  D?+1.  Alors on pourra
faire  D* = L,  n? = N,  D?+l = M,  et 0?=^, 0?+1 =  £, ou bien  D* = M, D?+1=i
et  ö?=^,  6^l=tfj.  Nous  supposerons  toujours  dans  la  suite  qu'on  ait  pris
pour  M  le  plus  petit  des  deux  nombres  D
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71.  L'equation  Cy2 — 2nyz +  D#2=l  sera  donc  reduite  k celle­ci,

oü  N2 — LM = A,  et  oü  2 N  n'est  ni  >  L  ni  >  M ,  (abstraction  faite  des
signes).  Or, M  etant  le  plus  petit  des  deux  coefficiens  L  et  M,  qu'on  mul­
tiplie  toute  l'equation  par  ce  coefficient  M,  et  faisant

v =  Myj  — Ng,

il  est  clair  qu'elle  se  changera  en  celle­ci,

dans  laquelle  il  faudra  maintenant  distinguer  les  deux  cas  de  A  positif  et
de  A  negatif.

Soit  1°.  A  negatif  et  =  — a,  a  etant  un  nombre  positif,  l'equation  sera
donc

Or,  comme  N2  — L M  =  A,  on  aura  a = L M  — N2\  d'oü  Ton  voit

d'abord  que  les  nombres  L  et  M  doivent  etre  de  memes  signes;  d'ail­

leurs  2 N  ne  doit  etre  ni  > L  ni  > M ;  donc  N2  ne  sera  pas  >­4  ;  donc
q

a =  ou  >  ±LM\  et  puisque M  est  suppose  moindre  que L,  ou  au  moins
Q

pas  plus  grand  que L,  on  aura  a  plus  forte  raison  a =  ou  >­~M2;  donc

M=  ou <]/^5  donc  M<~Va.

On  voit  par­la  que  l'equation  v2­\­a£2=M  ne  sauroit  subsister  dans
Thypothese  que  v  et  £  soient  des  nombres  entiers,  a  moins  que  l'on ne  fasse
1 = 0  et  v2 =  M,  ce qui  demande  que M  soit  un  nornbre  carre.

Supposons  donc M= /u2,  et l'on aura £ = 0,  i> = + M  donc par l'equation
t, = M y — J\T£,  on  aura  ^2^ =  4:ja,  et  par  consequent  *//== +  — ;  de  sorte
que  y/  ne  sauroit  etre  un  nombre  entier,  comme  il  le  doit,  (Ä#p.),  a  moins
que  fi  ne  soit  egal  ä  l'unite,  soit  = + l ,  et  par  consequent M = l .

De­lk  je  tire  donc  cette  consequence,  que  l'equation  proposee  ne  sauroit
etre  resoluble  en  nombres  entiers,  k  moins  que M  ne  se trouve  egal a l'unite
positive.  Si cette  condition  a  lieu,  alors  on  fera  £ = 0,  y = + l,  et  on re­
montera  de  ces  valeurs  a  celles  de  y  et  z.
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Cette  methode  revient  pour  le  fond  au  meme  que celle de Tart. 67, mais
eile  a  sur  celle­lk  Tavantage  de  n'exiger  aucun  tätonnement.

2°.  Soit  maintenant  A  un  nombre  positif,  on  aura  A = N2 — L M ;  or,
comme  N2  ne  peut  pas  etre  plus  grand  que ­^­,  il  est  clair  que  Tequation
ne  pourra  subsister,  ä  moins  que  — L M  ne  soit  un  nombre  positif,  c'est­
k­dire  que  L  et  M  ne  soient  de  signes  differens.  Ainsi  A  sera  necessaire­
ment  <  — LM,  ou  tout  au  plus = — L M,  si  JV—0;  de  sorte  qu'on  aura
— L M =  ou  < A,  et  par  consequent  M 2 =  ou  < A,  ou M =  ou  <  VA.

Le  cas  de M=YA  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque A  est  un  carre;  par
consequent  ce  cas  est  tres­facile  a  resoudre  par  la  methode  donnee  plus
haut,  (art. 69).

Reste  donc  le  cas  ou  A  n'est  pas  carre,  et  dans  lequel  on  aura  neces­
sairement  M  <  VA,  (abstraction  faite  du  signe  de  M)\  alors  l'equation
v2 — A*j? = M  sera  dans  le  cas  du  theoreme  de  r art.  38,  et  se  resoudra  par
consequent  par  la  methode  que  nous  y  avons  indiquee.

Ainsi  il  n'y  aura  qu'a  faire  le  calcul  suivant,

#o  =0,  P° =1,  fi  <VA

uu p11 4­ o11  p111 — QIU*~~A  m  — y11 —  VA
/ " ' ^ n ^ V ? ^  —  pn > t*  ^ "  pni

etc.  etc.  etc.

qu'on  continuera  jusqu'k  ce  que  deux  termes  correspondans  de  la  premiere
et  de  la  seconde  serie  reparoissent  ensemble,  ou  bien  jusqu'k  ce  que  dans  la
s£rie  P\  Pu,  Pm,  etc.  il  se  trouve  un  terme  egal  k  Tunite  positive,  c'est­ä­
dire  — P°;  car  alors  tous  les  termes  suivans  reviendront  dans le meme ordre
dans  chacune  des  trois  series,  (art.  37).  Si  dans  la  serie  P1,  P11,  Pm,  etc.
il  se  trouve  un  terme  egal  k M,  on  aura  la  resolution  de Tequation proposee;
car il n'y  aura  qu'a  prendre  pour v et | les  termes  correspondans des  series
p1*  P™,  jpm?  etc.  ql,  fy  q111,  etc.  calculees  d'apres  les  forinules  de  Tart.  25;  et
meme  on  pourra  trouver  une  infinite  de  valeurs  satisfaisantes  de  v  et  £,  en
continuant  k  Tinfini  les  memes  series.
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Or,  dfes  qu'on  connoitra  deux  valeurs  de  v  et  £,  on  aura  par  Tequation
v =  My  — JV£  celle  de  t//,  laquelle  sera  aussi  toujours  egale  ä  un  nombre
entier;  ensuite  on  pourra  remonter  de  ces  valeurs  de | et y/,  c'est­ä,­dire de
0?+1 et  0*,  ä  celles  de  6  et  01,  ou  bien  de  y  et  z,  (art. 70).

Mais  si  dans  la  serie  P1,  Pn,  Pm,  etc.  il  n'y  a  aucun  terme  qui  soit
=  M,  on  en  conclura  hardiment  que  Tequation  proposee  n'admet  aucune so­
lution  en  nombres  entiers.

II  est  bon  de  remarquer  que  comme  la  serie  P°,  P1,  P11,  etc.  ainsi  que
les  deux  autres,  QQ,  Ql,  $*, etc.  et  /u,  fjf9  /a11,  etc.  ne  dependent  que  du nombre
­4,  le  calcul  une  fois  fait  pour  une  valeur  donnee  de A  servira  pour  toutes
les  equations  ou  A,  c'est­k­dire  n2 — CB,  aura  la  meme  valeur;  et  c'est  en
quoi  la  methode  precedente  est  preferable  ä,  celle  de  l'art. 68,  qui  exige  un
nouveau  calcul  pour  chaque  equation.

Au  reste,  tant  que A  ne  passera  pas  100,  on  pourra  faire  usage  de  la
table  que  nous  avons  donnee  k  Tart. 41,  laquelle  contient  pour chaque radical
VA  les  valeurs  des  termes  des  deux  series  P°,  — P1,  P11,  — Pm,  etc.  et
p,  IJL,  /u11, [iin, etc.  continuees  jusqu'ä  ce  que  Tun  des  termes  P1, P11, Pm,  etc.
devienne  =  l,  apres  quoi  tous  les  termes  suivans  de  Tune  et  de Tautre  serie
reviennent  dans  le  meme  ordre.  De  sorte  qu'on  pourra  juger  sur  le  champ,
par  le  moyen  de  cette  table,  de  la  resolubilite  de  Tequation  v2 — A^ =  M .

De  la  maniere  de  trouver  toutes  les  Solutions  possibles  de  l' Equation

lorsquon  n'en  connoit  quune  seule

72.  Quoique  par  les  methodes  que  nous  venons  de  donner  on  puisse
trouver  successivement  toutes  les  Solutions  de  cette  equation,  lorsqu'elle  est
resoluble  en  nombres  entiers,  cependant  on  peut  parvenir  a  cet  objet  d'une
maniere  encore  plus  simple  que  voici:

Qu'on  nomme p  et  q  les  valeurs  trouvees  de  y  et  z,  en  sorte  que  Fön  ait

et  qu'on  prenne  deux  autres  nombres  entiers  r  et  s,  tels  que  ps — qr = l,
(ce  qui  est  toujours possible,  a  cause  que p  et  q  sont  necessairement  premiers
entr'eux),  qu'on  suppose  ensuite

=pt­{­ru,  et  z
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t  et  u  etant  deux  nouvelles  indeterminees;  substituant  ces  expressions  dans
Tequation

Cy2 — 2nyz + J5/=l,
et  faisant  pour  abreger

P=Cp2  — 2npq+Bq*,

Q =  Cpr—  n(ps  +  qr) + Bqs,

E =  Cr* —2nrs

on  aura  cette  transformee,

Or  on  a,  (%JP.), P=l;  de  plus,  si  on  nomme  $  et  a  deux  valeurs  de  r
et  s  qui  satisfassent  a  Tequation  p s — gr==l,  on  aura  en  general,  (art.  42),

s = a

m  etant  un  nombre  quelconque  entier;  donc  mettant  ces  valeurs  dans  Tex­
pression  de  Q,  eile  deviendra

Q =  Q?(> — ̂ (jpa + ff 9) +  ­Bff^ +  wP;

de  sorte  que,  comme P=l,  on pourra  rendre  0 =  0?  en  prenant

m = — 6^9^) +  n(pa + ff 9) — Bqa.

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur  de  Q2 — Pjß  se  reduit,  (aprfes  les
substitutions  et  les  reductions),  a  celle­ci,  (n2 —  CB)(ps  — qr)2',  de  sorte  que?

comme  p s — qr = l,  on  aura

donc  faisant  P=l  et  Q = 0,  ü  viendra  — R=A,  savoir  R =  — A;  ainsi
Tequation  transformee  ci­dessus  se  changera  en  celle­ci,

or,  comme  y, z, p,  q, r  et  s  sont  par  Thypothese  des  nombres  entiers,  il  est
facile  de  voir  que  t  et  u  seront  aussi  des  nombres  entiers;  car,  en  tirant
leurs  valeurs  des  equations  y=pt­\­ru  et  z = qt­±­su,  on a

ps  — qr  qr—ps

c'est­k­dire,  a  cause  Aeps — qr = l,

t = sy — rs,  u=pz — qy.
LEONHARDI  EULERI  Opera  omnia  Ii  Algebra  77



610  ADDITIOJSIS  PAEAGEAPHE VII  AETICLE  72—74  [585­587

II  n'y  aura  donc  qu'k  resoudre  en  nombres  entiers  Tequation

et  chaque  valeur  de  t  et  de  u  donnera  de  nouvelles  valeurs  de  y  et  z.
En  effet,  substituant  dans  les  valeurs  generales  de  r  et  s  la  valeur  du

nombre  m  trouvee  ci­dessus,  on  aura

r — ̂ (1 — Cp­}—Bpqo  +  np(po  +

s — a(l — B(f]  — Cpqy  +  nq(po  +

ou  bien,  k  cause  de  Cp*  — 2npq  ­{­ Bq2=l,

r= (Bq — np)(qy  — p a) =  — Bq +  np,

s =  (Gp — nq)(pa  — qg) =  Gp — nq.

Donc  mettant  ces  valeurs  de  r  et  s  dans  les  expressions  ci­dessus  de  y
et  g,  on  aura  en  general

y = pt —  (Bq—np}u,

z =  qt ­f  (Cp  — nq)u.

73.  Tout  se  reduit  donc  k  resoudre  Tequation

Or,  1°. si  A  est  un  nombre  negatif,  il  est  visible  que  cette  equation  ne
sauroit  subsister  en  nombres  entiers,  qu'en  faisant  ^ = 0  et  £ = 1,  ce  qui
donneroit  y=p  et  z = q.  D'oü  Ton  peut  conclure  que  dans  le  cas  oü  A
est  un  nombre  negatif,  Tequation  proposee,  Cy* — 2nyz +  B z* =  1,  ne  peut
jamais  admettre  qu'une  seule  solution  en  nombres  entiers.

II  en  seroit  de  meme,  si  A  etoit  un  nombre  positif  carre;  car  faisant
A = a2,  on auroit  (t +  au}(t — au] =  1; donc  t +  au = + l,  et  t — au = + 1;
donc  2au = 0;  donc  u =  Q,  et  par  consequent  £ = + 1.

2°.  Mais si A  est un nombre positif  non carre,  alors Tequation  t* — Au* = l
est toujours  susceptible  d'une  infinite  de  Solutions  en  nombres entiers,  (art.  37),
qu'on  peut  trouver  toutes  par  les  formules  donnees  ci­dessus,  (art.  71, n°. 2);
mais  il  suffira  de  trouver  les  plus  petites  valeurs  de  t  et  u,  et  pour  cela,
des  que  Ton  sera  parvenu,  dans  la  serie  PT,  P11,  Pm,  etc.  k  un  terme  egal  k
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Tunite,  il  n'y  aura  qu'a  calculer  par  les  formules  de  Tart. 25  les  termes cor­
respondans  des  deux  series  p1,  p11,  pm,  etc­  et  g1,  q11,  q111,  etc. ce  seront  les
valeurs  cherchees  de  t  et  u.  D'oü  Ton  voit  que  le  meme  calcul  qu'on  aura
fait  pour  la  resolution  de  Tequation  v2 — Ag =  M,  servira  aussi  pour  celle
de  Tequation  t2 — Au2 = 1.

Au  reste,  tant  que  A  ne  passe  pas  100,  on  a  les  plus  petites  valeurs
de  t  et  u  toutes  calculees  dans  la  table  qui  est  ä  la  fin  du  chapitre  7  du
traite  precedent  et  dans  laquelle  les  nombres  a,  m,  n  sont  les  memes  que
ceux  que  nous  appelons  ici A,  t  et  u.

74.  Designons  par  F,  u1  les  plus  petites  valeurs  de  t,  u  dans  Tequation
t2 — Au2 =  l;  et  de  meme  que  ces valeurs  peuvent  servir  k  trouver  de  nou­
velles  valeurs  de  y  et  z  dans  Tequation  Cy2 — 2nyz  ­)­ B z* = l,  de  meme
aussi  elles  pourront  servir  ä  trouver  de  nouvelles  valeurs  de  t  et  u  dans
Tequation  f — ̂ L^2 =  l,  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle­la.  Pour
cela  il  n'y  aura  qu'a  supposer  (7=1  et  n =  Q,  ce  qui  donne  — B  ===== A,  et
prendre  ensuite  t,  u  a  la  place  de y,  z,  et  t\  u1  a  la  place  de p, q.  Faisant
donc  ces  substitutions  dans  les  expressions  generales  de  y  et  z  de  Tart. 72,
et  mettant  de  plus  T,  V  a  la  place  de  t,  u,  on  aura  en  general

u^Tu1­}­  Vt\

et  pour  la  determination  de  T  et  V  Tequation  T2 — J.F2==1,  qui  est  sem­
blable  a  la  proposee.

Ainsi  on  pourra  supposer T=tl,  et  F=^I
?  ce qui  donnera

t = t1 * +  Au*\  u = /V +  fu\

Nommant  donc  t11,  u11  les  secondes valeurs  de  t  et  u,  on  aura

£n = r+ Au12,  wn = 2*V.

Maintenant  il  est  clair  qu'on  peut  prendre  ces  nouvelles  valeurs  t11,  u11

ä  la  place  des  premieres  F,  u1;  ainsi  Ton  aura

77*

t = TF

u =  Tun+  VF\
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oü  Ton  peut  supposer  de  nouveau  T=f,  V=u\  ce  qui  donnera

t = ff1  +  Au*uu,  u =  fu11 +  tff1.

Ainsi  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  t  et  u,  lesquelles  seront

t111 =  ftu  +  Au1** =  f  (t12 + 3 Au1*),

u™ = tlu11 +  u1 111  = u1 (3 r + Au1'),
et  ainsi  de  suite.

75.  La  methode  precedente  ne  fait  trouver  que  successivement  les  va­
leurs  £n,  fn

9  etc. uu,  u111, etc.  voyons  maintenant  comment  on  peut  generaliser
cette  recherche.  On  a  d'abord

t=Ttl + AVu\  u^Tu1

d'oü  je  tire  cette  combinaison,

t±uVA*=(?±  u^A)  (T±

donc  supposant  T=tl  et  V=u1,  on  aura

Qu'on  mette  k  present  ces  valeurs  de  t11  et  uu  ä  la  place  de  celles  de  t1  et
u\  Ton  aura

t ±uVA =  (t1 ±  uIVAY(T±  VVA)  ,

oü  faisant  de  nouveau T=tl  et  F=  w1,  et  nommant  £m,  ^m  les valeurs  resul­
tantes  de  t  et  w,  il  viendra

On  trouvera  de  meme

et  ainsi  de  suite.
Donc,  si  pour  plus  de  simplicite  on  nomme maintenant  T  et  F  les  pre­

mieres  et  plus  petites  valeurs  de  t,  u,  que  nous  avons  nommees  ci­dessus
t\  u1,  on  aura  en  general
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m  etant  un  nombre  quelconque  entier  positif;  d'oü  Ton  tire  ä  cause  de Tam­
biguite  des  signes

,  (T + VYA)m  + (T ­

u = ­—

Quoique  ces  expressions  paroissent  sous  une  forme  irrationnelle,  cepen­
dant  il  est  aise  de  voir  qu'elles  deviendront  rationnelles,  en  developpant  les
puissances  de T+ VVA\  car  on  a,  comme  Ton  sait,

m T"1'1 VA  ­f  ~  y*­* VA

Donc
l = J>rn  i

•  «(«*­!)(«» ­2) (m ­8)
"•

2 • 3

m(»­l)(OT­2)(m— 8)(m — 4)^,^,.,^
<a  • o  • 4  • o

oü  Ton  pourra  prendre  pour  m  des  nombres  quelconques  entiers  positifs.

II  est  clair  qu'en  faisant  successivement  w =  l,  2,  3,  4,  etc.  on  aura
des  valeurs  de  t  et  u,  qui  iront  en  augmentant.

Or  je  vais  prouver  que  Ton  aura  de  cette  maniere  toutes  les  valeurs
possibles  de  t  et  u,  pourvu  que  T  et  F  en  soient  les  plus  petites.  Pour
cela  il  suffit  de  prouver  qu'entre  les  valeurs  de  t  et  u  qui  repondent  ä  uri
nombre  quelconque  m,  et  celles  qui  repondroient  au  nombre  suivant  m +  1,
il  est  impossible  qu'il  se  trouve  des  valeurs  intermediaires  qui  puissent  satis­
faire  a  Tequation  t* — Au2 = l .

Trenons,  par  exemple,  les  valeurs  £m,  u111,  qui  resultent  de la  supposition
de  m =  3,  et  les  valeurs  £IV,  ^IV,  qui  resultent  de  la  supposition  m =  4,  et
soient,  s'il  est  possible,  d'autres  valeurs  intermediaires  6  et  v ,  qui  satisfassent
aussi  k  Tequation  P —
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Puisque  Ton  a  t111'— AuUI* = l,  r2— ̂ IV2=1 et ffi— Av*=l,  on aura

ffi ­  f112 = A(v* ­ Mm2),  et r2 ­  62 = A(u™ ­  t;2),

d'oü  Ton  voit  que  si  6 >  tiu  et  <  £IV,  on  aura  aussi  v > uin  et  <  ulv.  De
plus  on  aura  aussi  ces  autres  valeurs  de  t  et  u,  savoir

t = 6tlv ­  Avulv,  u = 6uiy — vf\

qui  satisferont  a  la  meme  equation  t* — Au2 — l ;  car  en  les  y  substituant,
on  auroit

(0r ­  AvtF)*  — A(vtly  — d^J  = (Ö2 ­  Av*)(tlv  2

equation  identique,  a  cause  de  ö2 — Av2 = l,  et  fv2 —
ces  deux  dernieres  equations  donnent

= ­  — ,­,  et r­  ^
f\  .  ­*  /  M  7

donc  mettant,  dans  Texpression  de  u =  6uiy  — t>fv,  ä  la  place  de

ö?  vVA­\  / ­ ,  et  a  la  place  de  f*,  uiyVA­+­­^—w­­­,  on  aura
Q + vyA  t  +t*  yj.

e+vYA  t

de  meme,  si  on  considere  la  quantite  tinu™ — uultiv,  eile  pourra  aussi,  a cause
de  i™* — J.^III2=1,  se  mettre  sous  la  forme

Or,  il  est  facile  de  voir  que  la  quantite  precedente  doit  etre  plus  petite
que  celle­ci,  a  cause  de  6 >  t111  et  v > ^m;  donc  on  aura  une  valeur  de  u,
qui  sera  moindre  que  la  quantite  tiuuiy — ̂ rafv;  mais  cette  quantite  est
egale  a  F;  car

,m _  (T

u
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d'otl

.m, v  ­ m  (T ­  VVÄ)\T  + VVAf  ­(T­  VyÄf(T  +
V w ­ V (A/  =

:::
  ­­­  •  ­­  :  ­­

2YA

de  plus

(T +  VVA)* =  (T2 — A F2)3 = l ,

puisque  T2— AV2=1,  (hyp.)',  donc

(T — vVÄ)*  (T + WAY  =  T +
et

(T—  VVAY(T+  VVA)*  =  T—

de  sorte  que  la  valeur  de  tluulv — u111 1™  se  reduira  a  —7—­ =  FH  ai/J.
II  s'ensuivroit  donc  de­la  qu'on  auroit  une  valeur  de  u <  F,  ce  qui  est

contre  Thypothese,  puisque  F  est  suppose  la  plus  petite  valeur  possible  de u.
Donc  il  ne  sauroit  y avoir  des  valeurs  de  t  et  u  intermediaires  entre  celles­ci,
£m,  £IV  et  u111,  ^lly.  Et  comme  ce  raisonnement  peut  s'appliquer  en  general  a
toutes  valeurs  de  t  et  u  qui  resulteroient  des  formules  ci­dessus,  en  y fai­
sant  m  egal  k  un  nombre  entier  quelconque,  on  en  peut  conclure  que  ces
formules  renferment  effectivement  toutes  les  valeurs  possibles  de  t  et  u.

Au reste,  il  est  inutile  de  remarquer  que  les  valeurs  de  t  et  de  u  peu­
vent  etre  egalement  positives  ou  negatives;  car  cela  est  visible  par  Tequation
meme  t2 — A u* = l .

De  la  maniere  de  trouver  toutes  les  Solutions  possibles  en  nombres

entiers  des  Equations  indeterminees  du  second  degre  ä  deux  inconnues

76.  Les  methodes  que  nous  venons  d'exposer  sufflsent  pour  la  resolution
complette  des  equations  de  la  forme  Ay* +  B =  x*\  mais  il  peut  arriver
qu'on  ait  ä  resoudre  des  equations  du  second  degre  d'une  forme  plus  com­
posee;  c'est  pourquoi  nous  croyons  devoir  montrer  comment  il  faudra  s'y
prendre.

Soit  proposee  Tequation

ar* + brs +  es2 +  dr + es + f= 0,

ou  a,  6,  c,  d,  e,  f  soient  des  nombres  entiers  donnes,  et  ou  r  et  s  soient
deux  inconnues  qui  doivent  etre  aussi  des  nombres  entiers.
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J'aurai  d'abord,  par  la  resolution  ordinaire,

2ar +  bs +  d = Y((bs +  df  — 4a(cs* +  es + /")),

d'oü  Ton  voit  que  la  difficulte  se  reduit  a  faire  en  sorte  que

(bs +  df  — 4a(cs2 +  es +  f)
soit  un  carre.

Supposons  pour  plus  de  simplicite

V — 4ac = A,

bd — 2ae =  g,

et  il  faudra  que  As* +  %9S +  Ä  soit  un  carre;  supposons  ce  carre  =  y*,  en
sorte  que  Ton  ait  T^quation

et  tirant  la  valeur  de  s,  on  aura

de  sorte  qu'il  ne  s'agira  plus  que  de rendre  carree  la  formule  Ay2­{­g2 — Ah.
Donc,  si  on  fait  encore

g* — Ah = B,

on  aura  a  rendre  rationnel  le  radical

c'est  a  quoi  on  parviendra  par  les  methodes donnees.

Soit  V(Ay*­\­  B} = x,  en  sorte  que Tequation  a  resoudre  soit

Ton  aura  donc J.s ­f­ # = + #;  d'ailleurs  on a  dejä  2ar +  bs +  d =  +y;  ainsi
des  qu'on  aura  trouve  les  valeurs  de  x  et  y,  on  aura  celles  de  r  et  s  par
les  deux  equations

Or,  comme  r  et  s  doivent  etre  des  nombres  entiers,  il  est  visible  qu'il
faudra  1°. que  x  et  y  soient  des  nombres  entiers  aussi;  2°. que  +x — g  soit
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divisible  par  A,  et  qu'ensuite  +y — d — bs  le  soit  par  2a.  Ainsi,  aprfes
avoir  trouve  toutes  les  valeurs  possibles  de  x  ei  y  en  nombres  entiers,  il
restera  encore  a  trouver  parmi  ces  valeurs  celles  qui  pourront  rendre  r  ei  s
des  nombres  entiers.

Si  A  est  un  nombre  negatif  ou  un  nombre  positif  carre,  nous  avons vu
que  le  nombre  des  Solutions  possibles  en  nombres  entiers  est  toujours  limite;
de  sorte  que  dans  ces  cas  il  n'y  aura  qu'a  essayer  successivement  pour  x  et
y  les  valeurs  trouvees,  et  si  Ton  n'en  rencontre  aucune  qui  donne  pour  r
et  s  des  nombres  entiers,  on  en  conclura  que  Tequation  proposee  n'admet
point  de  solution  de  cette  espece.

La  difficulte  ne  tombe  donc  que  sur  le  cas  oü  A  est  un  nombre  positif
non  carre,  cas dans  lequel  on  a  vu  que  le  nombre  des  Solutions possibles  en
entiers  peut  etre  infini;  comme  Ton  auroit  dans  ce  cas  un  nombre  infini  de
valeurs  a  essayer,  on  ne  pourroit  jamais  bien  juger  de  la  resolubilite  de
Tequation  proposee,  a  moins  d'avoir  une  regle  qui  reduise  le  tätonnement
entre  certaines  limites;  c'est  ce  que  nous  allons  rechercher.

77.  Puisqu'on  a,  (art.  65),

et,  (art.  72),
y==ßt  — (Bq  — np)u,  et  # — qt­\­(Cp  —  nq)u,

il  est  facile  de  voir  que  les  expressions  generales  de  r  et  s  seront  de  cette
forme,

at + ßu + y  eft  +  ß1
/V> -  ­ . ­  ..  '

 r __  ' _'_  Q  '  ~

Jt  '  Äl

a, ß, y, d, a, ßl,  y1,  S1  etant  des  nombres  entiers  connus,  et  t,  u  etant  donnes
par  les  formules de Tart. 75, dans  lesquelles Texposant  m  peut  etre  un nombre
entier  positif  quelconque; ainsi  la  question  se  reduit  k  trouver  quelle  valeur
on  doit  donner  h  m,  pour  que  les valeurs  de r et  s soient  des nombres  entiers.

78.  Je  remarque  d'abord  qu'il  est  toujours possible  de  trouver  une valeur
de  u  qui  soit  divisible  par  un  nombre  quelconque  donne  J\  car  supposant
u = Ja),  Tequation  t2—Au2=l  deviendra  t2—J.z/2co2=l,  laquelle  est tou­
jours  resoluble  en  nombres  entiers;  et  Ton  trouvera  les  plus  petites  valeurs
de  t  ei  co,  en  faisant  le  meine  calcul  qu'auparavant,  mais  en  prenant  A^f  ä,

LEONHARDI  EULERI  Opera  onmia  Ii  Algebra  78



618  ADDITIONS  PAEAGEAPHE  VII  AETICLE  78  [600­602

la  place  de A]  or,  comme ces valeurs  satisfont  aussi  k  Tequation  t2

elles  seront  necessairement  renfermees  dans  les  formules  de  Tart.  75.  Ainsi
il  y  aura  necessairement  une  valeur  de  m  qui  rendra  Texpression  de  u  divi­
sible  par  z/.

Qu'on  denote  cette  valeur  de  m  par  ^a,  et  je  dis  que  si dans les expres­
sions  generales  de  t  et  u  de  Tarticle  cite  on  fait  m = 2^,  la  valeur  de u
sera  divisible  par  J,  et  celle  de  t  etant  divisee  par 4  donnera  l  pour  reste,

Gar  si  on  designe  par  T1  et  F1  les valeurs  de  t  et  u,  oü  m =  p,  et par
T11  et  F11  celles  oü  m = 2^,  on  aura,  (art.  75),

T1 +VIVA  = (T±  V VA)",  et  T11 + F11 VA = (
donc

(T1 + V^VAJ  = Tn + F1

c'est­a­dire  en  comparant  la  partie  rationnelle  du  premier  membre  avec  la
rationnelle  du  second,  et  Tirrationnelle  avec  Tirrationnelle,

donc,  puisque  F1  est  divisible  par  z/,  F11  le  sera  aussi,  et  Tu  laissera  le
meme  reste  que laisseroit  T12;  mais  on  a  T12 — AV12==1,  (hyp.},  donc  T12 — l
doit  etre  divisible  par  J  et  meme  par  z/2,  puisque  F12  Test  deja;  donc  T12

et  par  consequent  aussi  T11  etant  divise  par  z/,  laissera  le  reste  1.
Maintenant  je  dis  que les valeurs  de  t  et  u  qui  repondent  ä  un  exposant

quelconque  m,  etant  divisees  par  J,  laisseront  les  memes  restes  que  les  va­
leurs  de  t  et  u,  qui  repondroient  ä  Texposant  m + 2/u,.  Gar  designant  ces
dernieres  par  6  et  v,  on  aura

+ VVA)m,  et  ö ± t;/^. — (T ±
donc

ö + vVA — (* + w^) (T+

mais  nous  venons  de  trouver  ci­dessus

Tn+ V
donc  on  aura

0 + vVA­(t  ±uVA)  (Tu ±  VU

d'oü  Ton  tire,  en  faisant  la  multiplication  et  comparant  ensuite  les  parties
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rationnelles  ensemble  et  les  irrationnelles  ensemble,

0 = t Tu+AuVu,  v =  tVn+  uT11.

Or  F11  est  divisible  par  J,  et  T11  laisse  le  reste  1;  donc  6  laissera  le
meme  reste  que  t,  et  v  le  meme  reste  que  u.

Donc  en  general  les  restes  des valeurs  de  t  et  u  repondantes  aux  expo­
sans  m +  2/4,  m  ­f­ 4 /u,,  m +  0>/u,  etc. seront  les  memes  que  ceux  des  valeurs
qui  repondent  a  Texposant  quelconque m.

De­la  on  peut  donc  conclure  que  si  Ton veut  avoir  les  restes  provenans
de  la  division  des  termes  f,  t11,  t111,  etc. et  u\  uu,  u111,  etc. qui  repondent  a
m = l, 2, 3,  etc. par  le  nombre  z/,  il  suffira  de  trouver  ces  restes  jusqu'aux
termes  t2'11  et  u**1  inclusivement;  car, apres  ces  termes,  les  memes  restes  re­
viendront  dans  le  meme  ordre,  et  ainsi  de  suite  ä  Tinfini.

Quant  aux  termes  P**  et  u2^1,  auxquels  on  pourra  s'arreter,  ce  seront
ceux  dont  Tun  v?*  sera  exactement  divisible  par  z/,  et  dont  Tautre  t**1  lais­
sera  Tunite  pour  reste;  ainsi  il  n'y  aura  qu'&  pousser  les  divisions jusqu'k
ce  qu'on  parvienne  aux  restes  l  et  0;  alors  on  sera  assure  que  les  termes
suivans  redonneront  toujours  les  memes  restes  que  Ton  a  deja  trouves.

On  pourroit  aussi  trouver  Texposant  2 /a  ä priori;  car  il  n'j  auroit  qu'a
faire  le  calcul  indique  dans  Tart. 71, n°. 2,  premierement  pour  le  nombre  A,
et  ensuite  pour  le  nombre  J.^/2;  et  si  on  nomme  n  le  numero  du  terme  de
la  serie  P1,  Pn,  Pm,  etc. qui  dans  le  premier  cas  sera = l,  et  §  le numero
du  terme  qui  sera  ===== l  dans  le  second  cas,  on  n'aura  qu'a  chercher  le  plus
petit  multiple  de  n  et  de  $>,  lequel  etant  divise  par  n,  donnera  la  valeur
cherchee  de  /LC.

Ainsi  si  Ton  a,  par exemple,  A =  6  et  J =  3, on  trouvera  dans  la table
de  Tart.  41  pour  le  radical  1/6,

donc  TZ  =====  2;  ensuite  on  trouvera  dans  la  meme  table  pour  le  radical
9)

J» — l,  p1 = _5,  P11 =  9, Pm =  — 2,  PIV =  9,  Pv =  — 5, PVI = 1;

donc  9 =  6;  or  le  plus  petit  multiple  de  2  et  6  est  6,  qui  etant  divise
par  2  donne  3  pour  quotient,  de  sorte  qu'on  aura  ici  /a  ===== 3  et  2^ ===== 6.

78*
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Donc,  pour  avoir  dans  ce  cas  tous  les  restes  de  la  division  des  termes
?,  t11,  t111,  etc.  et  u\  u11,  u111, etc.  par  3,  il  suffira  de  eher eher  ceux  des  six
premiers  termes  de  Tune  et  de  r autre  serie;  car  les  termes  suivans  redon­
neront  toujours  les  memes  restes,  c'est­va­dire  que  les  septiemes  termes  don­
neront  les  meines  restes  que  les  premiers,  les  huitiemes  les  memes  restes
que  les  seconds,  et  ainsi  de  suite  a  Tinfini.

Au  reste,  il  peut  arriver  quelquefois  que  les  termes  W  et  u^  aient  les
meines  proprietes  que  les  termes  f^  et  ^2/',  c'est­a­dire  que  w"  soit  divisible
par  z/,  et  que  V  laisse  Turnte  pour  reste.  Dans  ces  cas  on  pourra  s'arreter
a  ces  memes  termes;  car  les  restes  des  termes  suivans  V*1,  £"+2,  etc. ^+1,
uft+2,  etc. seront  les  memes  que  ceux  des  termes  F,  f1,  etc. u\  u11, etc. et  ainsi
des  autres.

En  general  nous  designerons  par  M  la  plus petite  valeur de Texposant m,
qui  rendra  t — l  et  u  divisibles  par  4.

79.  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  une  expression  quelconque com­
posee  de  t  et  u  et  de  nombres  entiers  donnes,  de  maniere  qu'elle  represente
toujours  des  nombres  entiers,  et  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  valeurs  qu'il
faudroit  donner  a  Texposant  m,  pour  que  cette  expression  devienne  divisible
par  un  nombre  quelconque  donne  J,  il  n'y  aura  qu'a  faire  successivement
m = l,  2, 3, etc. jusqu'a  M;  et  si  aucune  de  ces  suppositions  ne  rend  Tex­
pression  proposee  divisible  par  z/,  ^on  en  conclura  hardiment  qu'elle  ne  peut
jamais  le  devenir,  quelques  valeurs  qu'on  donne  ä  m.

Mais  si  Ton  trouve  de  cette  maniere  une  ou  plusieurs valeurs  de  m  qui
rendent  la  proposee  divisible  par  J,  alors nommant N  chacune  de  ces valeurs,
toutes  les  valeurs  possibles  de  m  qui  pourront  faire  le  meme  effet,  seront
N,  JV+ M,  N+2M,  N+5M,  etc. et en general N+ AM,  h  etant un nombre
entier  quelconque.

De  meme,  si  Ton  avoit  une  autre  expression  composee  de  meme  de  #,  u
et  de  nombres  entiers  donnes,  laquelle  düt  etre  en  meme  temps divisible  par
un  autre  nombre  quelconque  donne  z/1,  on  chercheroit  pareillement  les  va­
leurs  convenables  de M  et  de N,  que  nous  designerons  ici  par  Ml  et  N1,  et
toutes  les  valeurs  de  Texposant  m  qui  pourront  satisfaire  a  la  condition
proposee  seront  renfermees  dans  la  formule  N1  ­f­  A1 M1,  A1  etant  un  nombre
quelconque entier.  Ainsi  il  n'y  aura  plus  qu'ä  chercher les valeurs  qu'on  doit
donner  aux  nombres  entiers  A et  A1,  pour que  Ton  ait  J\T+ AM =  N1 +  ATJfT,
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savoir
Ml — JfIAI = ̂ 1 — N,

equation  resoluble  par  la  methode  de  Tart. 42.

II  est  maintenant  aise  de  faire  Tapplication  de  ce  que  nous  venons  de
dire  au  cas  de  Tart.  77,  ou  les  expressions  proposees  sont  de  la  forme
at  ­f­ ßu +  y,  a1 1 +  ß1™  +  y\  et  les  diviseurs  sont  S  et  S1.

II  faudra  seulement  se  souvenir  de  prendre  les  nombres  t  et  u  succes­
sivement  en plus  et  en  moins,  pour  avoir  tous  les  cas  possibles.

REMARQUE1)

80.  Si  Tequation  proposee  k  resoudre  en  nombres  entiers  etoit  de  la
forme

on  y  pourroit  appliquer  immediatement  la  methode  de  Tart. 65;  car 1°. il  est
visible  que  r  et  s  ne  pourroient  avoir  un  commun  diviseur,  a  moins  que  le
nombre  f  ne  füt  en  meme  temps  divisible  par  le  carre  de  ce  diviseur;  de
sorte  qu'on  pourra  toujours  reduire  la question  au  cas  ou  r  et  s  seront  pre­
miers  entr'eux.  2°. On  voit  aussi  que  s  et  f  ne  pourroient  avoir  un commun
diviseur,  ä  moins  que  ce  diviseur  n'en  füt  un  aussi  du  nombre  a,  en  suppo­
sant  r  premier  k  s;  ainsi  on  pourra  reduire  encore  la  question  au  cas  ou  s
et  f  seront  premiers  entr'eux.  (Voyez  Tart. 64).

Or,  s  etant  suppose  premier  a  f  et  a  r,  on  pourra  faire  r = ns — />,  et
il  faudra,  pour  que Tequation  soit  resoluble  en  nombres entiers,  qu'il y  ait  une

j?
valeur  de  n  positive  ou  negative  pas  plus  grande  que y,  laquelle  rende  la

quantite  an2 ­f  26 w +  c  divisible  par  f.  Cette  valeur  etant  mise  k  la  place
de  n,  toute  Tequation  deviendra  divisible  par  f,  et  se  trcuvera  reduite au cas
de  celle  de  l'art. 66 et  suiv.

II  est  facile  de  voir  que  la  meme  methode  peut  servir  a  reduire  toute
equation  de  la  forme

ar
m +  brm~ls +  crm~*s* +,  etc. +  ksm =  f,

a,  b,  c, etc.  etant  des  nombres  entiers  donnes,  et  r  et  s  deux  indeterminees

1)  Cette  remarque  ne  se  trouve  pas  dans  les  editions  ulterieures.  H.  W.
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qui  doivent  etre  aussi  des  nombres  entiers,  en  une  autre  equation  semblable,
mais  dans  laquelle  le  terme  tout  connu  soit  Tunite,  et  alors  on  y  pourra
appliquer  la  methode  generale  du  § II.  Voyez  la  remarque  de  l'art. 30.

EXEMPLE  I

81.  Soit  propose  de  rendre  rationnette  cette  quantite,

)/(30 +  62s — 7s2),

en  ne  prenant pour  s  que  des  nombres  entiers.

On  aura  donc  a  resoudre  cette  equation

30 +  62s — 7s2 =  y\

laquelle  etant  multipliee  par  7,  peut  se  mettre  sous  cette  forme,

7  • 30 +  (3l)2 — (7s — 3l)2 =  ly\

ou  bien,  en  faisant  7s — 31 =  x  et  transposant,

X2 =  1171  — ly\

OU

Cette  equation  est  donc  maintenant  dans  le  cas  de  Tart.  64;  de  sorte
qu'on  aura  A =  — 7  et  B =  1171;  d'oü  Ton  voit  d'abord  que  y  ei  B  doivent
etre  premiers  entr'eux,  puisque  ce  dernier  nombre  ne  renferme  aucun  fac­
teur  carre.

On  fera,  suivant  la  methode  de  Tart.  65,

x

et  il  faudra,  pour  que  Fequation  soit  resoluble,  que Ton puisse trouver  pour n
T)

un  nombre  entier  positif  ou  negatif  non  >  ­^  >  c'est­a­dire  non  >  580,  tel  que
n2 — A  ou  n2 +  7  soit  divisible  par  B  ou  par  1171.

Je  trouve  n = + 321,  ce qui donne  n2 +  7 =  1171 x  88; ainsi je  substitue
dans  Tequation  precedente  +321y — 1171#  a  la  place  de x,  moyennant  quoi
eile  se  trouve  toute  divisible  par  1171,  et  la  division  faite,  eile  devient

117l/ = 1.
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Pour  resoudre  cette  equation  je  vais  faire  usage  de  la  seconde  methode
exposee  dans  Tart.  70, parce  qu'elle  est  en  effet  plus  simple  et  plus  commode
que  la  premiere.  Or,  comme  le  coefficient  de  y2  est  plus petit  que  celui  de  #2,
j'aurai  ici  D = 1171, D1 =88  et  w = + 321;  donc,  retenant  pour  plus  de sim­
plicite  la  lettre  y  k  la  place  de  #,  et  mettant  y1  a  la  place  de  B,  je  ferai
le  calcul  suivant,  oü  je  supposerai  d'abord  n = 321:

m  =  ­­­­  =  4,  n1 = 321 — 4 • 88 = — 31,
OO

m1 = "̂   = ­  3,  wn = — 31 + 3 • 11 = 2,

wn=  ­f­  — 2,  nlll= 2 — 2 ­ 1 = 0 ,

=7,

D111  . .  I>IV

Puisque  nlu =  0  et  par  consequent  <  ­^­  et  <  ~^­~,  on  s'arretera  ici et
on  fera

J)™=M=l,  DIV=i = 7, nttI=0 = N, et ylll=£,  y™ = y,

a  cause  que  D111  est  <  DIV.

Maintenant  je  remarque  que A  etant  =  —­7,  et  par  consequent  negatif,
il  faut,  pour  la  resolubilite  de  Tequation,  que  Ton  ait  3f=l;  c'est  ce que
Ton  vient  de  trouver;  de  sorte  qu'on  en  peut  conclure  d'abord  que  la  reso­
lution est  possible.  On  supposera  donc | = 2/IU=0,  ^ = ̂ = + 15  e^  l'on

aura,  par  les  formules  ci­dessus,

les  signes  ambigus  etant  a  volonte.  Donc

^ = 321 y — 1171* = + 18,
et  consequemment

# + 31  31 +  18  13  49«  _  *  ____  o n  ——
0 n  rr  rr  >  UU n
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Or,  comme  on  exige  que  la  valeur  de  s  soit  egale  a  un  nombre  entier,  on
ne  pourra  prendre  que s = 7.

1 R
II  est  remarquable  que  Tautre  valeur  de  s,  savoir  —,  quoique  fraction­

naire,  donne  neanmoins  un  nombre  entier  pour  la  valeur  du  radical

l/(30 +  62s — 7s2),

et  le  meme  nombre  11 que  donne  la  valeur  s =  7;  de  sorte  que  ces  deux
valeurs  de  s  seront  les  racines  de  Tequation  30 +  62s — 7s2 =  121.

Nous  avons  suppose  ci­dessus  ^ = 321;  or  on  peut  faire  egalement
n =  — 321 ;  mais  il  est  facile  de  voir  d'avance  que  tout  le  changement  qui
en  resultera  dans  les  formules  precedentes,  c'est  que  les  valeurs  de  m,  m1,
mn,  et  de  w1,  wn,  changeront  de  signe,  moyennant  quoi  les  valeurs  de  y1  et
de  y  deviendront  aussi  de  differens  signes,  ce  qui  ne  donnera  aucun nouveau
resultat,  puisque  ces valeurs  ont  deja  d'elles­memes  le  signe  ambigu + .

II  en  sera  de  meme  dans  tous  les  autres  cas;  de  sorte  qu'on  pourra
toujours  se  dispenser  de  prendre  successivement  la  valeur  de  n  en plus  et
en  moins.

La  valeur  5 =  7  que  nous  venons  de  trouver,  resulte  de  la  valeur  de
w = + 321;  on  pourroit  trouver  d'autres  valeurs  de  s,  si  on  trouvoit  d'autres
valeurs  de  n  qui  eussent  la  condition  requise;  mais  comme  le  diviseur
B =  1171  est  un  nombre  premier,  il  ne  sauroit  y  avoir  d'autres  valeurs  de n
de  la  meme  qualite,  comme  nous  Tavons  demontre  ailleurs,  (Memoires
de  Berlin  pour  Tannee  1767,  pag. 194 J),  d'oü  il  faut conclure que le nombre 7
est  le  seul  qui  puisse  satisfaire  a  la  question.

J'avoue  au  reste  qu'on  peut  resoudre  le  probleme  precedent  avec  plus
de  facilite  par  le  simple  tätonnement;  car  des  qu'on  est  parvenu  a  Tequation
x2 =  1171 — 7i/2,  il  n'y  aura  qu'a  essayer  pour  y  tous  les  nombres  entiers
dont  les  carres  multiplies  par  7  ne  surpasseront  pas  1171,  c'est­a­dire  tous

les  nombres

II  en  est  de  meme  de  toutes  les  equations  oü  A  est  un  nombre  negatif;
car  des  qu'on  est  arrive  a  Tequation  x* = B~\­Ay2,  ou,  (en  faisant  A = — a),

x* = B — ay*,  il  est  clair  que  les  valeurs  satisfaisantes  de  y,  s'il  y  en  a,  ne

pourront  se  trouver  que  parmi  les  nombres  <  ~J/— •  Aussi  n'ai­je  donne  des

1)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  t.  II,  p.  377.  H.  W.
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methodes  particulieres  pour  le  cas  de  A  negatif,  que  parce  que  ces methodes
ont  une  liaison  intime  avec  celles  qui  concernent  le  cas  de A  positif,  et  que
toutes  ces  methodes  etant  ainsi  rapprochees  les  unes  des  autres,  peuvent  se
preter  un  jour  mutuel  et  acquerir  un  plus  grand  degre  d'evidenee.

EXEMPLE  II

82.  Donnons  maintenant  quelques  exemples  pour  le  cas  de  A  positif,  et
soit  propose  de  trouver  tous  les  nombres  entiers  qu'on  pourra  prendre  pour  y,  en
sorte  que  la  quantite  radicale,

devienne  rationnelle.

On  aura  ici,  (art.  64),  .4 =  13,  J3 =  101,  et  l'equation  k  resoudre  en
sntiers  sera

o2 — 13̂   =

lans  laquelle,  a  cause  que  101 n'est  divisible  par  aucun  carre,  y  sera  neces­
sairement  premier  a  101.

On  fera  donc,  (art.  65),
x = ny —

3t  il  faudra  que  n2 — 13  soit  divisible  par  101 ,  en  prenant  n < ­y­ < 51 .

Je  trouve  ^ = 35, ce qui donne  ^2=1225  et  n2 — 13 =  1212 =  101­12;  ainsi
3n  pourra  prendre  w =  + 35,  et  substituant,  au  Heu  de  x9  +35?/ — 1010,
3n  aura  une  equation  toute  divisible  par  101,  qui,  la  division  faite,  sera

Employons  encore,  pour  resoudre  cette  equation,  la  methode  de  Tart. 70;
Faisons  D1 =  12, D = 101,  w = + 35,  mais  au  lieu  de la  lettre  6  nous  conser­
rerons  la  lettre  y,  et  nous  changerons  seulement  g  en  y\  comme  dans
'exemple  precedent.

Soit,  1°. n =  35,  on  fera  le  calcul  suivant:

,  ,  ,

LEONHAKDI  EULEEI  Opera  omnia  Ii  Algebra  79
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D11  Dm

Comme  n11 = 0  et  consequemment  <  —5­  et  <  —r­ ,  on  s'arretera  ici  et
£t &

Ton  aura  la  transformee

ou  bien

laquelle  etant  reduite  k  cette  forme

sera  susceptible  de la  methode  de Tart. 71,  n°. 2;  et  comme J. =  13 est  < 100,
on  pourra  faire  usage  de  la  table  de  Tart. 41.

Ainsi  il  n'y  aura  qu'a  voir  si  dans  la  serie  superieure  des  nombres  qui
repondent  ä  1/13  il  se  trouve  le  nombre  l  dans  une  place  paire;  car  il  faut,
pour  que  Tequation  precedente  soit  resoluble,  que  dans  la  serie  P°,  P1,
P11, etc. il se trouve  un  terme  =  — 1;  mais  on a P°=l,  — PT=4,  P11 =3, etc.
donc,  etc. or,  dans  la  serie  l,  4,  3,  3,  4,  l,  etc. on  trouve  justement  l  k la
sixieme  place,  en  sorte  que Pv= — 1;  donc  on  aura  une  solution  de  Tequa­

tion  proposee  en  prenant  2/ln = jpv  e^  yII===f^  les  nombres  py,  qy  etant  cal­
cules  d'aprfes  les  formules  de Tart. 25,  en  donnant  a ^,  ft\  /u11,  etc. les  valeurs
3,  l,  l,  l,  l,  6, etc. qui  forment  la  serie  inferieure  des  nombres  repondans  k
]/13  dans  la  meme  table.

On  aura  donc

p°  = l

p1
 ­ 3

pll=pl +p*  — 4  g
n
 = l

Pm­Pu+PI  =7  gT­f  + f  ­2

jT­lF+p"  ­  11  <T= g
m+ f ­ 3

tf  = p™ + p™= 18  gv =  £IV + gm= 5.

Donc  2/m=18  et  y°=5;  donc

2/I­2/II+2/in=23,  et  i/ = 3/+?/
1I=74.

Nous avons suppose ci­dessus ^ = 35, mais on peut  aussi  prendre  n = — 35.
Soit  donc,  2°. ^ = — 35,  on  fera
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M==^? = ­3'  »'=­35 + 3.12 = 1,  D" = 1̂ 8 — l,  y — Zif + y*,

«»­irr — 1'  »"­1­1=0,  £«'=­^­ = 13,  <,'=­«,»+«,'";

ainsi  on  aura  les  memes  valeurs  de  D11,  Dm  et  n11  qu'auparavant,  de  sorte
que  la  transformee  en  y11  et  y111  sera  aussi  la  meme.

On  aura  donc  aussi  «/m=18  et  2/n=5;  donc

y*=­yn+!T=13,  et  2/ = ­3i/I+2/II=­34.

Nous  avons  donc  trouve  deux  valeurs  de  y  avec  les  valeurs  correspon­
dantes  de  y1  ou  #;  et  ces  valeurs  resultent  de  la  supposition  de  ^ = + 35;
or,  comme  on ne  peut  trouver  aucune autre  valeur  de n  qui  ait  les conditions
requises,  il  s'ensuit  que  les  valeurs  precedentes  seront  les  seules  valeurs
primitives  que  Ton  puisse  avoir;  mais  on  pourra  ensuite  en  trouver  une
infinite  de  derivees  par  la  methode  de  Tart. 72.

Prenant  donc  ces  valeurs  de  y  et  0  pour  p  et  q,  on  aura  en  general,
(art.  cite),

y^Ut  — (101  ­ 23 — 35 • 74> =  Ut  +  2Qlu

z = 23t +  ( 12 ­ 74 — 35 ­ 23> = 23^ +  83^
ou

y = — Ut — (101  ­ 13 — 35 . 34> — — 34« — 123^

s = 13* + (—12  ­ 34 +  35 • 13> = 13* +

et  il  n'y  aura  plus  qu'a  tirer  les  valeurs  de  t  et  u  de Tequation  t2 — 13«*8=1;
or  ces  valeurs  se  trouvent  dejä  toutes  calculees  dans  la  table  qui  est  a  la fin
du  chapitre  7  du  traite  precedent;  on  aura  donc  sur  le  champ  t = 649 et
u =  180;  de  sorte  que  prenant  ces valeurs  pour  T  et  F  dans  les  formules
de  Tart. 75,  on  aura  en  general

(649 + 180]/13)m + (649 ­  180|/13)m
_
2

= (649 + 180Yl3)m — (649 ­  180]/13)m

2]/13

oü  Ton  pourra  donner  a  m teile  valeur  qu'on  voudra,  pourvu qu'on  ne  prenne
que  des  nombres  entiers  positifs.

79*
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Or,  comme  les  valeurs  de  t  et  u  peuvent  etre  prises  tant  en  plus  qu'en
moins,  les  valeurs  de  y  qui  peuvent  satisfaire  k  la  question  seront  toutes
renfermees  dans  ces  deux  formules,

les  signes  ambigus  etant  a  volonte.
Si  on  fait  m = 0,  on aura  t = l  et  u = 0;  donc

# = + 74,  ou = + 34;

et  cette  derniere  valeur  sera  la  plus  petite  qui  puisse  resoudre  le  probleme.

Nous avons  dejä resolu  ce meme probleme  dans  les  Memoires  de Berlin
pour  Tannee  1768,  p.  243 *);  mais  comme  nous  y  avons  fait  usage  d'une
methode  un  peu  differente  de  la  precedente,  et  qui  revient  au  meme  pour  le
fond  que  la  premiere  methode  de Tart. 66  ci­dessus,  nous  avons  cru  devoir  le
redonner  ici,  pour  que  la  comparaison  des  resultats  qui  sont  les  memes  par
Tune  et  Tautre  methode,  puisse  leur  servir  de  confirmation,  s'il  en  est  besoin.

EXEMPLE  III

83.  Soit  propose  encore  de  trouver des nombres  entiers  qui,  etant  pris  pour  y,

rendent  rationnette  la  quantite

y(79ys +  101).

On  aura  donc  k  resoudre  en  entiers  Tequation

a?8— 79^ =  101,

dans  laquelle  y  sera  premier  a  101,  puisque  ce  nombre  ne  renferme  aucun
facteur  carre.

Qu'on  suppose  donc
x = ny — 101#,

et  il  faudra  que  n* —  79  soit  divisible  par  101,  en  prenant  n<­„­<5l;

on  trouve  ^ = 33,  ce  qui  donne ri*— 13 = 1010 =  101 • 10;  ainsi  on  pourra
prendre  n = + 33,  et  ces  valeurs  seront  les  seules  qui  aient  la  condition
requise.

l)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  t.  II,  p.  719.  H. W.
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Substituant  donc  +33 y — 101 #  k  la  place  de #,  et  divisant  toute  Tequa­
tion  par  101,  on  aura  cette  transformee

On  fera  donc  D1 ==10,  D =  101,  n = + 33, et  prenant  d'abord  n  en plus,
on  operera  comme  dans  Texemple  precedent;  on  aura  ainsi

m =  = 3'  ^=33­3.10 = 3,  D"=  = ­7,  y

j  j

Or,  comme  n1 = 3  est  deja  < —  et  < ­y­ ,  il  ne  sera  pas  necessaire
d'aller  plus  loin;  ainsi  on  aura  la  transformee

laquelle  etant  multipliee  par  — 7,  pourra  se  mettre  sous  cette  forme,

+ 32/11)2 ­  79.T = ­ 7.

Puisque  donc  7  est  <  T/79,  si  cette  equation  est  resoluble,  il  faudra  que
le  nombre  7  se  trouve  parmi  les  termes  de  la  serie  superieure  des  nombres
qui  repondent  ä  V79  dans  la  table  de  Tart.  41,  et  meme  que  ce  nombre  7
y  occupe une  place  paire,  puisqu'il  a  le  signe  — .  Mais  la  serie  dont  il  s'agit
ne  renferme  que  les  nombres  l,  15,  2,  qui  reviennent  toujours;  donc on  doit
conclure  sur  le  champ  que  la  derniere  equation  n'est  pas  resoluble,  et  qu'ainsi
la  proposee  ne  Test  pas,  au  moins  d'apres  la  valeur  de  w =  33.

II  ne  reste  donc  qu'k  essayer  Tautre  valeur  n =  — 33,  laquelle  donnera

de  sorte  qu'on  aura  cette  autre  transformee,

­7^ + 6^ +10^'= l,

laquelle  se  reduit  ä  la  forme

­ ­ 7,

qui  est  semblable  k  la  precedente.  D'oü  je  conclus  que  Tequation  proposee
n'admet  absolument  aucune  solution  en  nombres  entiers.
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R E M A R Q U E

84.  M. EULER,  dans  un  excellent  Memoire imprime  dans  le  tome IX  des
Nouveaux  Commentaires  de  Petersbourg1),  trouve  par  induction  cette
regle,  pour  juger  de  la  resolubilite  de  toute  equation  de  la  forme

lorsque  B  est  un  nombre  premier;  c'est  que  Tequation  doit  etre  possible
toutes  les  fois  que  B  sera  de  la  forme  4 An +  r2,  ou  4 An + r2 — A]  mais
Texemple  precedent  met  cette  regle  en  defaut;  car  101 est  un  nombre  premier
de  la  forme  4 An ­\­ r2 — A,  en faisant  A =  79, n = — 4  et  r = 38; cependant
Tequation  3? — 79 y2 =  101 n'admet  aucune  solution  en  nombres  entiers.

Si  la  regle  precedente  etoit  vraie,  il  s'ensuivroit  que  si  Tequation
x2 — Ay2 = B  est  possible  lorsque  B  a  une  valeur  quelconque  &,  eile  le  seroit
aussi  en  prenant  B =  kAn +  &,  pourvu  que  B  füt  un  nombre  premier.  On
pourroit  limiter  cette  derniere  regle,  en  exigeant  que  b  füt  aussi  un  nombre
premier;  mais  avec  cette  limitation  meme  eile  se  trouveroit  dementie  par
Texemple  precedent;  car  on  a  101 =  4­4^ +  6,  en  prenant  .4 =  79, n = — 2
et  6 =  733;  or  733 est  un  nombre  premier  de  la  forme  x* — 79 y*,  en  faisant
# = 38 et  # = 3;  cependant  101 n'est  pas  de  la  meme  forme  #2 — 79 1/2.

l)  Memoire  279  (suivant  l'Index  CTENESTRÖM):  De  resolutione  formularum  quadraticarum

indeterminatarum  per  numeros  integros,  Novi  comment.  acad.  sc. Petrop.  9  (1762/3),  1764,
p.  3—39;  LEONHARDI  EÜLERI  Opera  omnia,  series  I,  vol.  2.  H.  W.



PARAGRAPHE  VIII

REMARQUES  SUR  LES  EQUATIONS  DE  LA  FORME

ET  SUR  LA  MANIERE  ORDINAIRE  DE  LES  RESOUDRE
EN  NOMBRES  ENTIERS

85.  La  methode  du  chapitre  7  du  traite  precedent,  pour  resoudre  les
equations  de  cette  espece,  est  la  meme  que  celle  que  M. WALLIS  donne  dans
son  Algeire,  (chapitre  XCVIII),  et  qu'il  attribue  a  Milord  BROUNKER;  on  la
trouve  aussi  dans  VAlgebre  de  M.  OZANAM,  qui  en  fait honneur  a  M. DE FERMAT.
Quoi  qu'il  en  soit  de  Tlnventeur  de  cette  methode,  il  est  au  moins  certain
que  M. DE FERMAT  est  T Auteur  du  probleme  qui  en  fait  Tobjet;  il  l'avoit  pro­
pose  comme  un  defi  ä  tous  les  Geometres  Anglois,  ainsi  qu'on  le  voit  par
le  Commercium  epistolicum  de  M. WALLIS;  c'est  ce  qui  donna  occasion  a  Milord
BROUNKER  d'inventer  la  methode  dont  nous  parlons;  mais  il  ne  paroit  pas
que  cet  Auteur  ait  connu  toute  Timportance  du  probleme  qu'il  avoit  resolu;
on  ne  trouve  meme  rien  sur  ce  sujet  dans  les  ecrits  qui  nous  sont  restes
de  M. FERMAT,  ni  dans  aucun  des  Ouvrages  du  siecle  passe,  oü  Ton  traite  de
l'Analyse  indeterminee.  II  est  bien  naturel  de  croire  que  M.  FERMAT,  qui
s'etoit  principalement  occupe  de  la  theorie  des  nombres  entiers,  sur  lesquels
il  nous  a  d'ailleurs  laisse  de  tres­beaux  theoremes,  avoit  ete  conduit  au  pro­
bleme  dont  il  s'agit  par  les  recherches  qu'il  avoit  faites  sur  la  resolution
generale  des  equations  de  la  forme

auxquelles  se reduisent  toutes  les  equations  du  second  degre  ä deux inconnues;
cependant  ce n'est  qu'a M. EULER  que  nous devons la  remarque que  ce probleme
est  necessaire  pour  trouver  toutes  les  Solutions  possibles  de  ces  sortes



632  ADDITIONS  PAEAGEAPHE VIII  AETICLE  85—87  [625—627

d'equations.  (Voyez  le  chapitre  6  ci­dessus1),  le  tome  VI  des  Anciens
Commentaires  de  Petersbourg2),  et  le  tome  IX  des  Nouveaux.3)

La  methode  que  nous  avons  suivie  pour  demontrer  cette  proposition  est
un  peu  differente  de  celle  de  M.  EULER,  mais  aussi  est­ eile,  si  je  ne  me
trompe,  plus  directe  et  plus  generale.  Gar  d'un  cöte  la  methode  de  M. EULER
conduit  naturellement  k  des  expressions  fractionnaires  lorsqu'il  s'agit  de  les
eviter,  et  de Tautre  on ne voit  pas  clairement  que les  suppositions  qu'on  y  fait
pour  faire  disparoltre  les  fractions,  soient  les  seules  qui  puissent  avoir  lieu.
En  effet  nous  avons  fait  voir  ailleurs  qu'il  ne  suffit  pas  toujours  de  trouver
une  seule  solution  de  Tequation  x* =  Ay2 +  B,  pour  pouvoir  en  deduire
toutes  les  autres,  k  Taide  de  l'equation  p2 =  A<£ + l?  e^  qu'il  peut  j  avoir
souvent,  au  moins  lorsque  B  n'est  pas  un  nombre  premier,  des  valeurs  de  x
et  y  qui  ne  sauroient  etre  renfermees  dans  les  expressions  generales  de
M.  EULER.  (Voyez l'art. 45  de  mon  Memoire  sur  les problemes  indetermines,  dans
les  Memoires  de  Berlin,  annee  1767. 4)

Quant  k  la  methode  de  resoudre  les  equations  de  la  forme

il  nous  semble  que  celle  du  chapitre  7,  quelque  ingenieuse  qu'elle  soit,  est
encore  assez  imparfaite.  Gar,  1°. eile  ne  fait  pas  voir  que  toute  equation  de
ce  genre  est  toujours  resoluble  en  nombres  entiers,  lorsque A  est  un nombre
positif  non  carre.  2°. II  n' est  pas  demontre  qu'elle  doive  faire  parvenir  tou­
jours  k  la  resolution  cherchee.  M.  WALLIS  a,  k  la  verite,  pretendu  prouver
la  premiere  de  ces  deux  propositions;  mais  sä  demonstration  n 'est,  si  j'ose
le  dire,  qu'une  simple  petition  de  principe.  (Voyez  le  chapitre  XCIX  de  son
Algebre).  Je  crois  donc  etre  le  premier  qui  en  ait  donne une tout­k­fait  rigou­
reuse;  eile  se  trouve  dans  les  Melanges  de  Turin,  tome  IV5);  mais  eile est
trfes­longue  et  tres­indirecte;  celle  de  Tart.  37  ci­dessus6),  est  tiree  des  vrais
principes  de  la  chose,  et  ne  laisse,  ce  me  semble,  rien  k  desirer.  Cette  me­

1)  Voir  p. 369.  H. W.
2)  Memoire  29  (suivant  rindex  <I'ENESTRÖM):  De  solutione problematum  DIOPHANTAEORUM  per

numeros  integros,  Comment.  acad.  sc.  Petrop.  6  (1732/3),  1738,  p.  175—188;  LEONHARDI
EULERI  Opera  omnia,  series  I,  vol. 2.  H.  W.

3)  Voir  la  note  p. 630.  H. W.
4)  Oeuvres  de L AG RANG E,  t.  II,  p. 457.  H. W.
5)  Oeuvres  de  LAGRANGE, 1.1,  p. 671.  H.  W.
6)  Voir p. 562.  H.  W.
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thode  nous met  aussi  en etat  d'apprecier  celle  du  chapitre  7,  et  de  reconnoltre
les  inconveniens  oü  Ton  pourroit  tomber,  si  on  la  suivoit  sans  aucune  pre­
caution;  c'est  ce  que  nous  allons  discuter.

86.  De  ce  que  nous  avons  demontre  dans  le  § II,  il  s'ensuit  que  les
valeurs  de  p  et  q  qui  satisfont  k  Tequation  p2 — Ag*=I,  ne  peuvent  etre
que  les  termes  de  quelqu'une  des  fractions  principales  deduites  de  la  fraction
continue  qui  exprimeroit  la  valeur  de  V A\  de  sorte  que  supposant  cette
fraction  continue  representee  ainsi,

on  aura  necessairement

£ = „ + J _  i
«  ^ + 7? +, etc.

l#  etant  un  terme quelconque de la  serie  infinie p, pu,  etc.  dont  le quantieme  Q
ne  peut  se  determiner  qu'a  posteriori.

II  faut  remarquer  que dans cette fraction continue les nombres ̂ , /i1, pu, etc.
doivent  etre  tous  positifs,  quoique  nous  ayons  vu  dans  l'art.  3  qu'on  peut
en  gen^ral,  dans  les  fractions  continues,  rendre  les  denominateurs  positifs  ou
negatifs,  suivant  que  Ton  prend  les  valeurs  approchees  plus  petites  ou  plus
grandes  que  les  veritables;  mais  la  methode  du  probleme  I,  (art.  23  et  suiv.)
exige  absolument  que  les valeurs  approchees p, /jf,  /u11,  etc.  soient  toutes  prises
en  defaut.

87.  Maintenant,  puisque  la  fraction  — est  egale  k  une  fraction  continue
dont  les  termes  sont  /a,  /u,1,  /a11,  etc.  ftf,  il  est  clair,  par  Tart. 4,  que  ^  sera  le
quotient  de p  divise  par  q,  que  /a1  sera  celui  de q  divise  par  le  reste,  p? celui
de  ce  reste  divise  par  le  second  reste,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  nom­
mant  r,  s,  t,  etc.  les  restes  dont  il  s'agit,  on  aura,  par  la  nature  de  la  divi­
sion,

p = ̂ 2 +  r>  % = t*T +  s>  r = /alls + ^  e^c­
oü  le  dernier  reste  sera  necessairement  =0,  et  Tavant­dernier  == l,  k  cause

LKONHARDI  EULEBI  Opera  omnia  Ii  Algebra  80
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que  p  et  q  sont  des  nombres  premiers  entr'eux.  Ainsi  p  sera  la  valeur
entiere  approchee  de  — ,  fjf  celle  de ~,  /a11  celle  de ~, etc.  ces valeurs etant
toutes  prises  moindres  que  les  veritables,  a  Texception  de  la  derniere  pfi,  qui
sera  exactement  egale  k  la  fraction  correspondante,  k  cause  que  le  reste
suivant  est  suppose  nul.

Or,  comme  les  nombres  p,,  p1,  p11,  etc.  /u,?,  sont  les  memes  pour  la  frac­

tion  continue  qui  exprime  la  valeur  de  — ,  et  pour  celle  qui  exprime  la

valeur  de  YA,  on  peut  prendre,  jusqu'au  terme  /u,?,  — =  VA,  c'est  k­dire

Ainsi  on  cherchera  d'abord  la  valeur  approchee  en  defaut  de  — ,  c'est­a­dire

de  Y A,  et  ce  sera  la  valeur  de ^;  ensuite  on  substituera  dans  p2 — Aq2=Q,

a  la  place  de p  sä  valeur  /aq  ­\­  r,  ce  qui  donnera

(/a2 ­  A)q2 + 2pqr + r2
 = 0,

et  on  cherchera  de  nouveau  la  valeur  approchee  en  defaut  de ~,  c'est­k­dire
de  la  racine  positive  de  Tequation

r

\  T  /  T

et  Ton  aura  la  valeur  de  /tt
1.

On continuera k'substituer dans la transformee (p?—.4)ga+2j&gT4­r*=0,  k
la  place  de  q,  fj?r­\­s]  on  aura  une  equation  dont  la  racine  sera  ~;  on
prendra  la  valeur  approchee  en  defaut  de  cette  racine,  et  Ton  aura  la  valeur
de  pf1.  On  substituera  /a11 s  ­f­1  k  la  place  de  r,  etc.

Supposons  maintenant  que  t  soit,  par  exemple,  le  dernier  reste,  qui  doit
etre  nul,  s  sera  Tavant­dernier,  qui  doit  etre =1;  donc  si  la  transformee  en
s  et  t  de  la  formule p2 — Aq2  est

il  faudra  qu'en  y  faisant  t = 0 et s =  l,  eile  devienne =  l,  pour que Tequation
proposee  p2  — Aq2==l  ait  lieu;  donc  P  devra  etre  =1.  Ainsi  il  n'y  aura
qu'ä  continuer  les  operations  et  les  transformations  ci­dessus,  jusqu'ä  ce  que
Ton  parvienne  k  une  transformee  oü  le  coefficient  du  premier  terme  soit
egal  k  Tunite;  alors  on  fera  dans  cette  formule  la  premiere  des  deux  indeter­
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minees,  comme  r,  egale  k  l,  et  la  seconde,  comme  s,  egale  k  zero;  et  en
remontant  on  aura  les  valeurs  convenables  de p  et  q.

On  pourroit  aussi  operer  sur  Tequation  meme  p2 — Aq* = l,  en  ayant
seulement  soin  de  faire  abstraction  du  terme  tout  connu  l,  et  par  consequent
aussi  des  autres  termes  tout  connus  qui  peuvent  resulter  de  celui­ci,  dans  la
determination  des  valeurs  approchees  /u, p1,  /u,11,  etc.  de  — ,  — ,  — ,  etc.  dans  ce
cas  on  essayera  k  chaque  nouvelle  transformation,  si  Tequation  transformee
peut  subsister  en y  faisant  Tune  des deux  indeterminees = l  et  Tautre  = 0;
quand  on  sera  parvenu  a  une  pareille  transformee,  Toperation  sera  achevee,
et  il  n'y  aura  plus  qu'k  revenir  sur  ses  pas  pour  avoir  les  valeurs  cherchees
de  p  et  de  q.

Nous  voilk  donc  conduits  k  la  methode  du  chapitre  7.  A  examiner
cette  methode  en  elle­meme  et  independamment  des  principes  d'oü  nous  ve­
nons  de  la  deduire,  il  doit  paroitre  assez  indifferent  de  prendre  les  valeurs
approchees  de  ^,  p1,  /a11,  etc.  plus  petites  ou  plus  grandes  que  les  veritables,
d'autant que,  de quelque maniere  qu'on  prenne  ces valeurs,  celles  de  r,  s, t,  etc.
doivent  aller  egalement  en  diminuant  jusqu'a  zero,  (art. 6).

Aussi  M.  WALLIS  remarque­t­il  expressement  qu'on  peut  employer  a  vo­
lonte  les  limites  en plus  ou en  moins  pour  les  nombres ^,  fjf,  /a11,  etc.  et  il  pro­
pose  meme  ce  moyen  comme  propre  a  abreger  souvent  le  calcul;  c'est  aussi
ce  que  M.  EULER  fait  observer  dans  Tart.  102  et  suiv.  du  chapitre  cite1);
cependant  je  vais  faire  voir  par  un  exemple,  qu'en  s'y  prenant  de  cette
maniere  on  peut  risquer  de  ne  jamais  parvenir  a  la  solution  de  Teqaation
proposee.

Prenons  Texemple  de Tart. 101 du  meme  chapitre  ou  il  s'agit  de  resoudre
une  equation  de  cette  forme,

p2 =  6g2 +  l  ou  bien  p2 — 6q2 = 1.

On  aura  donc  p =Y(6q2 +  1),  et  negligeant  le  terme  constant  l,  p
donc

prenons  la  limite  en  moins  et  faisons ^ = 2,  et  ensuite  p = 2q +  r;  substi­

1)  Voir  p.  381.  H. W.
804
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tuant  donc  cette  valeur,  on  aura

donc

ou  bien,  en  rejetant  le  terme  constant  — 2,

prenons  de  nouveau  la  limite  en  moins,  et  faisons  # =  2 r +  s>  la  derniere
equation  deviendra

r2

oü  Ton  voit  d'abord  qu'on  peut  supposer  s =  0  et  r = l ;  ainsi  on  aura
q = 2, ̂  = 5.

Maintenant  reprenons  la  premiere  transformee  — 2q2 ­f  4gr + ^ =  1>  o^
nous  avons  vu  que ^ >  2  et  <  3,  et  au  lieu  de  prendre  la  limite  en  moins,
prenons­la  en plus,  c'est­k­dire,  supposons  q =  3 r +  s,  ou bien,  puisque s  doit
etre  alors  une  quantite  negative,  q =  3 r — s,  on aura  la  transformee  suivante,

laquelle  donnera

5

donc,  negligeant  le  terme  constant  5,

f  .
5  5 5

Prenons  de  nouveau  la  limite  en  plus,  et  faisons  r = 2s — t,  on  aura

donc

_

donc,  rejetant  le  terme  — 6,
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Qu'on  continue  k  prendre  les  limites  en  plus  et  qu'on  fasse  s = 2t — u,
il  viendra

— 5*H  I2tu — 6^2 =  1;
donc

t­  «» + 1^(6«*' ­5).  d o n c_^=  6+}/6  > 1 < 2

5  w  5

Paisons  donc  de  meme  t =  2u — x,  on  aura

donc,  etc.

Continuant  de  cette  maniere  a  prendre  toujours  les  limites  en plus,  on
ne  trouvera  jamais  de  transformee  oü  le  coefficient  du  premier  terme  soit
egal  ä  l'unite,  comme  il  le  faut,  pour  qu'on  puisse  trouver  une  solution  de
la  proposee.

La  meme  chose  arrivera  necessairement  toutes  les  fois  qu'on  prendra  la
premiere  limite  en  moins,  et  les  suivantes  toutes  en  plus]  je  pourrois  en
donner  la  raison  ä priori;  mais  comme  le  Lecteur  peut  la  trouver  aisement
par  les  principes  de  notre  theorie,  je  ne  m'y  arreterai  pas.  Quant  a  present
il  me  suffit  d'avoir  montre  la  necessite  de  traiter  ces  sortes  de  problemes
d'une  maniere  plus  rigoureuse  et  plus  profonde  qu'on  ne  Tavoit  encore  fait.



PARAGRAPHE  IX

DE  LA  MANIERE  DE  TROUVER  DES  FONCTIONS  ALGEBRIQUES
DE  TOUS  LES  DEGRES  QÜI  ETANT  MULTIPL1EES  ENSEMBLE

PRODUISENT  TOUJOURS  DES  FONCTIONS  SEMBLABLES

ADDITION  POUR  LES  CHAPITRES 11  ET  12 *)

88.  Je  crois  avoir  eu  en  meme temps  que  M. EULER  Tidee  de  faire  servir
les  facteurs  irrationnels  et  meme  imaginaires  des  formules  du  second  degre,
a  trouver  les  conditions  qui  rendent  ces  formules  egales  a  des  carres  ou  a
des  puissances  quelconques;  j'ai  lu  sur  ce  sujet  k  TAcademie,  en  1768,  un
Memoire  qui  n'a  pas  ete  imprime,  mais  dont  j'ai  donne  un  precis  a  la  fin
de  mes  Eecherches  sur  les  Problemes  indetermine's,  qui  se  trouvent  dans  le  vo­
lume  pour  l'annee  17672),  lequel  a  paru  en  1769,  avant  meme  la  traduction
allemande  de  YAlgebre  de  M.  EULER.

J'ai  fait  voir  dans  Tendroit  que je  viens de citer, comment on peut  etendre
la  meme  methode  k  des  formules  de  degres  plus  eleves  que le  second;  et j'ai
par  ce  moyen  donne  la  solution  de  quelques  equations  dont  il  auroit  peut­
etre  ete  fort  difficile  de  venir  ä  bout  par  d'autres  voies.  Je  vais  maintenant
generaliser  encore  davantage  cette  methode,  qui  me  parolt  meriter  particu­
lierement  Tattention  des  Geometres  par  sä  nouveaute  et  par  sä  singularite.

89.  Soient  «  et  ß  les  deux  racines  de  Tequation  du  second  degre

s2 — as­\­ b =  0,

et  considerons  le  produit  de  ces  deux  facteurs

(0 +  ay)(x  +  ß y ) ,

1)  Voir p. 414  et  425.  H. W.
2)  Oeuvres  de  LAGRANGE,  t. H,  p. 377  et  655.  H.  W.
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qui  sera  necessairement  reel;  ce produit  sera  x2­\­  (a +  ß)xy  +  ®ßy*\  or  on a
a +  ß = ®,  et  aß = b,  par  la  nature  de Tequation  s2 — äs +  b = 0;  donc on
aura  cette  formule  du  second  degre

x2 +  axy +  ly\

laquelle  est  composee  des  deux  facteurs

x +  ay  et  x +  ßy.

Maintenant  il  est  visible  que  si  Ton  a  une  formule  semblable

et  qu'on  veuille  les  multiplier  l'une  par  l'autre,  il  sufflra  de  multiplier  en­
semble  les  deux  facteurs  x +  ay,  x1 +  ay1,  et  les deux  x +  ßy,  x1 +  ßy1, en­
suite  les  deux produits  Tun  par  Tautre.  Or le produit  de  x  ­\­ ay  par  x1 +  «2/1

est  xx1 + a(xyl  ­j­ yxl) +  a2yylf,  mais  puisque  a  est  une  des racines  de Tequa­
tion  s2 — as­\­b =  Q,  on  aura  a2 — aa­{­& =  0;  donc  a2=aa — 6;  donc, sub­
stituant  cette  valeur  de  a2  dans  la  formule  precedente,  eile  deviendra

xx1 — byy1 +  a(xyl  +  yxl

de  sorte  qu'en  faisant,  pour  plus  de  simplicite,

X = xxl — byy\  Y= xyl +  yxl +  ayy\

le  produit  des  deux  facteurs  x +  ay,  x1 +  «2/1?  sera

X + aT,

et  par  consequent,  de  la  meme  forme  que  chacun  d'eux.  On  trouvera  de
meme  que  le  produit  des  deux  autres  facteurs,  x +  ßy  et  x1 +  ßy1,  sera

X + ßY;

de  sorte  que  le  produit  total  sera  (X +  aY)(X­\­  ß Y),  savoir

X2+aXY+bY2.

C'est  le  produit  des  deux  formules. semblables,

x2 +  axy +  ^2/2
?  öt  ^I2 +  axlyl  +  &^/12.

Si on vouloit  avoir  le  produit  de  ces  trois  formules  semblables

x2 + axy +  by2,  x12 +  ax'y1 +  &7/12,  x11'2 + a^V +  &/12,
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il  n'y  auroit  qu'a  trouver  celui  de  la  formule  X2­+­ aXY+bY2  par  la der­
niere  ^n2+ axIIyII­{­  byu*,  et  il  est  visible,  par  les  formules  ci­dessus,  qu'en
faisant

X1 =  Xx11 — b Yyl\  T1 =  Xy11 +  Yx11 +  a Yyl\

le  produit  cherchö  seroit

On  pourra  trouver  de  meme  le  produit  de  quatre  ou  d'un  plus  grand
nombre  de  formules  semblables  k  celle­ci,  x*­{­ axy  +  by2,  et  ces  produits
seront  toujours  aussi  de  la  meme  forme.

90.  Si  on  fait  x1 = x  et  yl =  y,  on  aura

X = x*­by\  Y=2xy + ay\
et  par  consequent

(x*+ axy + fe^2)2= X2+aXY+bY2.

Donc,  si  Ton  veut  trouver  des  valeurs  rationnelles  de X et  Y,  telles  que
la  formule

devienne  un  carre,  il  n'y  aura  qu'ä donner ä X  et  k  Y  les valeurs precedentes,
et  Ton  aura  pour  la  racine  du  carre  la  formule

x  et  y  etant  deux  indeterminees.

Si  on  fait  de  plus  #" =  x1 = x  et  yu =  y1 = y,  on  aura

Xl = Xx — bYy,  F =  Xy+  Yx + aYy,

c'est­ä­dire  en  substituant  les  valeurs  precedentes  de  X  et  Y,

X1 =  x* — 3bxy* — aby\  Y1 =  3x*y +  3axy* +  (a2 — %3;
donc

(x2 + axy + byj  =  X12 +  aX1 Y1 +  b Y12.

Ainsi,  si  Ton  proposoit  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de  X1  et  Y1,
telles  que  la  formule
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devlnt  un  cube,  il  n'y  auroit  qu'ä  donner  k  X1 et  T1  les  valeurs  precedentes,
moyennant  quoi  on  auroit  un  cube  dont  la  racine  seroit

x2 +  axy +  by2,

x  et  y  etant  deux  indeterminees.

On  pourroit  resoudre  d'une  maniere  semblable  les  questions  oü  il  s'agi­
roit  de  produire  des  puissances  quatriemes,  cinquiemes,  etc.  mais  on  peut
aussi  trouver  immediatement  des  formules generales  pour  une  puissance quel­
conque  m,  sans  passer  par  les  puissances  inferieures.

Soit  donc  propose  de  trouver  des  valeurs  rationnelles  de  X  et  Y,  telles
que  la  formule  X2­\­  aXY  +&Z2  devienne  une  puissance  w,  c'est­k­dire  qu'il
s'agisse  de  resoudre  Tequation

Comme  la  quantite  X2+ aXY­\­bY*  est  formee  du  produit  des  deux  facteurs
X + aY  et  X + ßY,  il  faudra,  pour  que  cette  quantite  devienne  une puis­
sance  du  degre  m,  que  chacun  de  ses  deux  facteurs  devienne  aussi  une  sem­
blable  puissance.

Faisons  donc  d'abord

et  developpant  cette  puissance  par  le  theoreme  de  NEWTON,  on  aura

\  i  m(m  —  i)  m  9  o  o  ,  m(m  —  l)(m  —  2)  m  «  o1  ­ ­­ ­ J­m~222 ­­  ^ ­ — ­ }­m~**
«  o  «  ,  ,

~*y*c? +,  etc.
'  O

Or,  puisque  cc  est  une  des  racines  de  Tequation  s2 — äs +  b = 0,  on  aura
aussi  a2 — aa +  &  == 0;  donc

a2= aa — &,  a3= aa2 — ba =  (a2 — V)a  — ab,

a* =  (cf  —  fycf—ala  =  (as—2ab)a  — a2b + b2,

et  ainsi  de  suite.  Ainsi  il  n'y  aura  qu'ä  substituer  ces  valeurs  dans  la  for­
mule  precedente,  et  eile  se  trouvera  par­lk  composee  de  deux  parties,  Tune
toute  rationnelle  qu'on  comparera  k  X,  et  Tautre  toute  multipliee  par  la  ra­
cine  a,  qu'on  comparera  k  a Y.
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Si  on  fait  pour  plus  de  simplicite

A1 =1  B1  = 0

Au = a  5" = 6

ÄUI = a A11 ­  l A1  B™ = aB11 — bBl

A1" = a A™ ­bAn  B1V =  aBm — bB11

Av = a A" — bA™,  etc.  B" = aB™ — bBu\  etc.
on  aura

a4 == ^IV« — 5IV,  etc.

Donc,  substituant  ces  valeurs  et  comparant,  on  aura

2)  m _ o  « „m  J.Lxm  zy'B  — , etc.

^r  m.  1  A\  ,  wi(m—  1)  ,n  o  o  .n  ,  m(m  —  l}(m  —  2)  m  *  «  .m  ,  ,
Y= mxm~lyA  ­\ ­­ ̂ —­ — }­xm~2y*A  ­| ­­ ̂ ­ ­^ ­ Lxm~^fA  m+, etc.

^£  ^y  •  o

Or,  comme  la  racine  «  nentre  point  dans  les  expressions  de  X  et  F,  il
est  clair  qu'ayant  *

X
on  anra  anssi

donc,  multipliant  ces  deux  equations  Tune  par  Tautre,  on  aura

X2 +  aXY+
et  par  consequent

Z

Ainsi  le  probleme  est  resolu.

Si  a  etoit  =0,  les  formules  precedentes  deviendroient  beaucoup  plus
simples;  car  on  auroit

A1 ­  l, ̂ n ­  0,  Alu = ­  6,  ^IV =0,  ^v = fc2, ̂ VI = 0, ̂ ivn ­  ­  63,  etc.

et  de  meme
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B1 = 0,  B11 =  6, BIU = 0, Biy = — b\  By =  0, £VI =  63,  etc.
donc

v  IW  m (m — 1)  m  g  27X =  #w  ­­ ^ — — xm ­ *y*b2

.  m(m  — 1) (m  — 2) (m  — 3)  m  4  4, 2  ,
­ ­  ^ ­  ­ ­ " ~ * —2 . 3 ­ 4
Tr  m  i  m(m  —  l)(m  — ­  2)  IMY= mxm~ly ­­  ­ ­ ̂ ­̂  ­

 Lxm~
a  ' O

.  m(m  —  l)(m  —  2) (m  — 3) (m  — 4)  m  ^  <s 7 2  jH ­­ ̂  ­­  A  ;^  — ̂ ­ Lxm~*y*tf—,  etc.

et  ces  valeurs  satisferont  k  Tequation

91.  Fassons  maintenant  aux  formules  de  trois  dimensions;  pour  cela
nous  designerons  par  a, ß, y  les  trois  racines  de Tequation  du  troisieme degre,

s3 — äs2 +  bs — c =  0,

et  nous  considererons  ensuite  le  produit  de  ces  trois  facteurs,

(x + ay + c?*)(x  + ßy + ß**)(x  +  yy +  f0),

lequel  sera  necessairement  rationnel,  comme  on  va  le  voir.  La  multiplication
faite,  on  aura  le  produit  suivant,

x* +  (« +  ß + r>"y +  (°? +

+  aßyy*  +  (a*ßr

+

or  par  la  nature  de  l'equation  on  a

= b,  ccßy = c;

de  plus  on  trouvera

= (« + ß + r)2 ­  2(«/? + «r + /ty) =  «3 ­ 2&'
= (a + ß + y)(aß + ccy + ßr)­3aßr  = ab— 3c,

ccy +  /3/)2 — 2(o + ß + r)«/3^ = V

y
2«/? = (« + ß +  y)a/?y = «c'

r +  /?y)a/?y =  &c;
8l*
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donc  faisant  ces  substitutions,  le  produit  dont  il  s'agit  sera

x* +  ax2y  +  (a2 — 2fyx*z  +  bxy2 +  (ab — 3c)xyz  +  (b2 —  2ac)xz2

+  cy* +  acy2z +  bcyz2 + cV.

Et  cette  formule  aura  la  propriete,  que  si  on  multiplie  ensemble  autant  de
semblables  formules  que  Ton  veut,  le  produit  sera  toujours  aussi  une  for­
mule  semblable.

En  effet,  supposons  qu'on  demande  le  produit  de  cette  formule ­lä  par
cette  autre­ci,

+  cy13 + acyl2zI+bcyIzl*+  cV3;

il  est  clair  qu'il  n'y  aura  qu'k  chercher  celui  de  ces  six  facteurs,

x +  ay +  <*2^,  x + ßy +  ß**>  % + rV +  f*>
tf+aif+cff, tf+ßff+ff, tf+yif+fff'

qu'on  multiplie  d'abord  x +  ay +  «2^  par  o?1 +  ay1 +  a2^  on  aura  ce produit
partiel

xxl + a(xyl  + yx1} + a2(xi  +  gut + yy1} + a*(yi +  ztf]  + <£*£\

or,  a  etant  une  des  racines  de  Tequation  s3 — as2 +  6s — c =  0,  on  aura

a3 — aa2 + &a — c =  0,  par  consequent  a3 =  aa? — ba +  c;
donc

«4= a«3 — &«2+ ca =  (a?~b)a2—(ab  — c)a +  ^c;

de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs,  et  faisant  pour  abreger

X  == xx1 + c(y£  +  ^2/T) +  aczf,

Y=xyl+ yx1— b(yzl  +  ^/) — (a6 —

le  produit  dont  il  s'agit  deviendra  de  cette  forme

c'est­a­dire  de  la  meme  forme  que  chacun  des  produisans.  Or,  comme  la
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racine  a  n'entre  point  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  il est  clair  que  ces quan­
tites  seront  les  memes en  changeant a en ß  ou en y;  donc,  puisque Ton a  dejä

(x + ay +  c?*)(tf  +  ay1 +  aV) =  X +  a Y + a2 Z,

on  aura  aussi,  en  changeant  a  en ß,

et  en  changeant  a  en  y,

(X + y y + y",) (^ + r yi + y V) ­  X + y Y + r
2 Z;

donc,  multipliant  ces  trois  equations  ensemble,  on  aura  d'un  cöte  le  produit
des  deux  formules  proposees,  et  de  Tautre  la  formule

(ab — 3c)XYZ+(b2—  2ac)XZ2

qui  sera  donc  egale  au  produit  demande,  et  qui  est,  comme  Ton  voit,  de  la
meme  forme  que  chacune  des  deux  formules  dont  eile  est  composee.

Si  on  avoit  une  troisieme  formule  teile  que  celle­ci,

cylis

et  qu'on  voulüt  avoir  le  produit  de  cette  formule  et  des  deux  precedentes,
il  est  clair  qu'il  n'y  auroit  qu'a  faire

zu+ Zyu)  + acZzli,

T  — Xy11 +  Yx11 — b ( r/1 +  Zy11) — (ab — c

Z1 = X/1 +  Zx" +  Yy11 + a(Y£l + Zyu)  +  (a

et  Ton  auroit  pour  le  produit  cherche
lY™ +  (ab —

92.  Faisons  maintenant  x*=x,  yl = y, £=z\  nous  aurons

X =  x* ­f  2cyz +  ac/,

Y = 2xy — 2byz — (ab — c>2,

Z = 2xz + y*+2ayz +  (a2
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et  ces  valeurs  satisferont  a  Tequation

X3 + aX2Y+bXY2  + cT3 +  (a2 — 2b)X2Z  +  (ab — 3c)XYZ  + acY2Z

+  (b*—2ac)XZ2+b
en  prenant

F=#3­f  ax2y +  bxy2 +  ct/3+ (a2

3 +  bcytf

donc,  si  Ton  avoit,  par  exemple,  a  resoudre  une  equation  de  cette  forme,

a,  b,  c  etant  des  quantites  quelconques  donnees,  il  n'y  auroit  qu'a  rendre
Z=0,  en  faisant

2xz + y~+ 2ayz  +  (a2 — &)#3 =  0,

d'oü  Ton  tire

x = —

et  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  expressions  precedentes  de  X,  Y
et  V,  on  aura  des  valeurs  tres­generales  de  ces  quantites,  qui  satisferont  ä
Tequation  proposee.

Cette  solution  merite  d'etre  bien  remarquee  ä  cause  de  sä  generalite  et
de  la  maniere  dont  nous  y  sommes  parvenus,  qui  est  peut­etre  Tunique  qui
puisse  y  conduire  facilement.

On  auroit  de  meme  la  resolution  de  Tequation

en  faisant  dans  les  formules  ci­dessus

xn=xI=x,  yll=yl=y,  il=zl=z,

et  prenant

V =  z3 +  ax*y  +  (a2 — 2b}x2z +  bxy2 +  (ab — 3c)xyz +  (b2 — 2ac)xz2

+  bcyz2 + c2/.

Et  on  pourroit  resoudre aussi  successivement les cas oü,  au lieu  de la  troisieme
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puissance  F3,  on  auroit  F4,  F5, etc. mais  nous  allons  traiter  ces  questions
d'une  maniere  tout­ä­fait  generalß,  comme nous  l'avons  fait  dans  Tart. 90 ci­
dessus.

93.  Soit  donc  propose  de  resoudre  une  equation  de  cette  forme,

(ab—  3c)XYZ  + (b*—

+  c F3 +  ac Y*Z +  bc YZ2  +  c*Z3 — Vm.

Puisque  la  quantite  qui  forme  le premier  membre de cette equation  n'est
autre  chose  que  le  produit  de  ces  trois  facteurs,

il  est  clair  que  pour  rendre  cette  quantite  egale  a  une  puissance du degre m,
il  ne  faudra  que  rendre  chacun  de  ses  facteurs  en  particulier  egal  a  une
pareille  puissance.  Soit  donc

X +  a Y +  a2 Z =  (x +  a y +  a*z)m ;

on  commencera  par  developper  la  puissance  m  de x +  «y +  a2# Par  le  theo­
reme  de  NEWTON,  ce  qui  donnera

a^+0M^­i(y + ag)a+g^^
A  &  '  o

ou  bien,  en  formant  les differentes  puissances  de y +  äs,  et  ordonnant  ensuite
par  rapport  aux  dimensions  de  a,

+  (m(m ­  l)a?—^ + m m " , 8
m " " ­ V ) a » + , etc.

Mais  comme  dans  cette  formule  on  ne  voit  pas  aisement  la  loi  des
termes,  nous  supposerons  en  g&ieral

(x + ay + a2^ = P + PTa + P11 a2 + PnV + Piva4 +, etc.

et  Ton  trouvera
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P  = äf,

pl  _myP
^  ~  x  '

p„  _(m

pm
 = (m ~~ %pn + (2m ~ 1)jgjpl

l  411  t̂  l  fl/ 'DIII  I ( ty <WI  9  l ^ ~P

PJY  v  ^~^  / M  1 ^  \  /  .L
'  .  (3 uO»

4o;  '

c'est  ce  qui  se  demontre  facilement  par  le  calcul  differentiel.

Maintenant  on  aura,  k  cause  que  a  est  une  des  racines  de  Tequation
s 3 — a s 2 j t ~ b s  — c = 0,  on  aura,  dis­je,  a3—aa?­\­ba — c = 0;  d'oü

donc

— (o'J — 68— oc)« +  (a»­6)c,

et  ainsi  de  suite.
De  sorte  que  si  on  fait  pour  plus  de  simplicite

A1  =0

A"  =aA™­bAin+cAn

AVI = aAv  — bA™ +  cA1", etc.

B1
  =1

Blv = aB™­bBu  +cBl

Bv  =aB™­bBIll­\­cBu

Bvl = a5v  ­  bB™ + cBll\ etc.
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Cl  = 0

C7n=0

nbü

Cvl =  a Cy  — & Clv +  c (7m, etc.
on  aura

a = Alc?  —B1 a  +  C1

a* = Aua* ­Bua  +  C11

«s = ̂ 1IV­5IIIa4­Cm

rt4  — ­4wo» — B™ a +  CIV, etc.

Substituant  donc  ces  valeurs  dans  Texpression  de

(x +  ay  +

eile  se trouvera  composee  de trois  parties,  l'une toute  rationnelle,  l'autre  toute
multipliee  par  a,  et  la  troisieme  toute  multipliee  par  a3;  ainsi  il  n'y  aura
qu'a  comparer  la  premiere  a  X,  la  seconde  a  a Y,  et  la  troisieme  a  cfZ,  et
l'on  aura  par  ce moyen

X = P + P1 C1 +  P11 C11 + Pm C™ +  PIVCIV +, etc.

Y = — PIBI—  PUB" — p111^111 — PiyBlv —, etc.

Z = P1 A1 + P11^11 + Pm^m +  PIVAIV +, etc.

Ces  valeurs  satisferont  donc  k  l'equation

et  comme  la  racine  «  n'entre  point  en  particulier  dans les  expressions de  X,
Y  et  Z,  il  est  clair  qu'on  pourra  changer  a  en  ß,  ou  en y,  de  sorte  qu'on
aura  egalement

et
Z= (x
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Or,  multipliant  ensemble  ces  trois equations,  il  est  visible  que le premier
membre  sera  le  meme  que  celui  de  Tequation  proposee,  et  que  le  second
sera  egal  a  une  puissance  m,  dont  la  racine  etant  nommee  V,  on  aura

=  >j? ­f  ax2y  +  (a2 — 2&X$ +  bxy­ +  (ab — 3c)xyss +  (b2 — 2ac)x/

Ainsi  on  aura  les  valeurs  demandees  de  X,  Y,  Z  et  F,  lesquelles  ren­
fermeront  trois  indeterminees  ir,  y,  z.

94.  Si  on  vouloit  trouver  des  formules  de  quatre  dimensions qui eussent
les  memes  proprietes  que  celles  que  nous  venons d'examiner,  il  faudroit con­
siderer  le  produit  de  quatre  facteurs  de  cette  forme,

% +  ay  ­\­  cfz  +a*t

en  supposant  que  a,  ß,  y,  d  fussent  les  racines  d'une  equation  du  quatrieme
degre,  teile  que  celle­ci,

s4— äs3 +  6s2— es +  d =­ 0;
on  aura  ainsi

aßy + aßd  +  ayd  + ßyd  ~= c,

aßyd  = rf,

moyennant  quoi  on  pourra  determiner  tous  les  coefficiens  des differens  termes
du  produit  dont  il  s'agit,  sans  connoitre  les  racines  a, /?,  y,  S  en  particulier.
Mais  comme  il  faudra  faire  pour  cela  differentes  reductions  qui  peuvent  ne
pas  se  presenter  facilement,  on  pourra  s'y  prendre,  si  on  le  juge  plus  com­
mode, de la maniere que voici.

Qu'on  suppose en general

x +  sy + s2^ +  sst  =a 9;



656—658]  DES  FONCTIONS  ALGEBRIQUES  DE  TOUS  LES  DEGRES  651

et  comme  s  est  determine  par  Tequation

s4 — ass+ bs* — es +  eZ= 0,

qu'on  chasse  s  de  ces  deux  equations  par  les  regles  connues,  et  Tequation
resultante  de  revanouissement  de  s  etant  ordonnee par  rapport  a  Tinconnue  <>,

montera  au  quatrieme  degre;  de  sorte  qu'elle  pourra  se  mettre  sous  cette
forme ,

Or  cette  equation  en  y  ne  monte  au  quatrieme  degre  que  parce  que  s
peut  avoir  les  quatre  valeurs  a,  /?,  j/,  d  et  qu'ainsi  9  peut  avoir  aussi  ces
quatre  valeurs  correspondantes,

lesquelles  ne  sont  autre  chose  que  les facteurs  dont il s'agit d'avoir  le produit.
Donc,  puisque  le  dernier  terme  jß  doit  etre  le  produit  de  toutes  les  quatre
racines,  ou  valeurs  de  9,  il  s'ensuit  que  cette  quantite  E  sera  le  produit
demande.

Mais  en  voila  assez  sur  ce  sujet,  que  nous pourrons  peut­etre  reprendre
dans  une  autre  occasion.

Je  terminerai  ici  ces  Additions,  que  les  bornes  que  je  me suis prescrites
ne  me  permettent  pas  d'etendre  plus  loin;  peut­etre  meme  les  trouvera­t­on
deja  trop  longues;  mais  les  objets  que  j'y  ai  traites  etant  d'un  genre  assez
nouveau  et  peu  connu,  j'ai  cru  devoir  entrer  dans  plusieurs  details  neces­
saires  pour  se  mettre  bien  au  fait  des  methodes  que  j'ai  exposees,  et  de
leurs  differens  usages.

FIN.
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