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AVERTISSEMENT

Les Géometres du siecle passé se sont beaucoup occupés de 1'Analyse
indéterminée, qu'on appelle vulgairement Awnalyse de DIioPHANTE; mais il n'y
a proprement que Messieurs BAcBET et FERMAT qui aient ajouté quelque chose
4 ce que DiorHANTE lui-méme nous a laissé sur cette matiere.

On doit sur-tout au premier une Méthode complette pour résoudre en
nombres entiers tous les problemes indéterminés du premier degré;*) le se-
cond est I'Auteur de quelques Méthodes pour la résolution des équations in-
déterminées qui passent le second degré;**) de la Méthode singuliere, par
laguelle on démontre qu'il est impossible que la somme ou la différence de
deux carrés-carrés, puisse jamais étre un carré;}) de la solution dun
grand nombre de problemes tres-difficiles et de plusieurs beaux théoremes
sur les nombres entiers, qu'il a laissés sans démonstration, mais dont la
plupart ont été ensuite démontrés par Mr. EurLer dans les Commentaires
de Pétersbourg.tf

*) Voyez plus bas le paragraphe III. Au reste, je ne parle point ici de son Commentaire
sur DiorranTE, parce que cet Quvrage, excellent dans son genre, ne renferme & proprement parler
aucune découverte.

*#) (e sont celles qui sont exposées dans les chapitres 8, 9 et 10 du Traité précédent.
Le P. Biuwx les a recueillies dans différens écrits de M. Fermar, et les a publies & la téte de la
nouvelle édition de DiopuanTE, donnée par M. Fermar le fils.

1) Cette méthode est détaillée dans le chapit. 13 du Traité précédent; on en trouve les
principes dans la Remarque de M. FermaT, qui est aprés la Question XXVI du Livre VI de
DiorHANTE.

1+) Les problemes et les théoremes dont nous parlons, sont répandus dans les Remarques de
M. Frrmar sur les Questions de DiopHANTE, et dans ses Lettres imprimées dans les Opera Mathe-
matica, etc. et dans le second volume des Fuwres de WaLLis.

On trouvera aussi dans les Mémoires de 'Académie deBerlin, pour les années 1770 et suiv.
les démonstrations de quelques théoremes de cet Aunteur, qui n’avoient pas encore été démontrés.
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Cette branche de I'Analyse a été presque abandonnée dans ce siecle; et
si on en excepte M. EULER, je ne connois personne qui s’y soit appliqué; mais
les belles et nombreuses découvertes que ce grand Géometre y a faites, nous
ont bien dédommagé de lespece dindifférence que les autres Géometres
paroissent avoir eue jusqu’ici pour ces sortes de recherches. Les Commen-
taires de Pétersbourg sont pleins des travaux de Mr. EuLEr dans ce genre,
et I'Ouvrage qu'il vient de donner est un nouveau service qu'il rend aux
Amateurs de I'Analyse de DropHANTE. On n’avoit point encore d’Ouvrage ol
cette science fat traitée d'une maniere méthodique, et qui renfermat et
expliquat clairement les principales regles connues jusqu'ici pour la solution
des problemes indéterminés. Le Traité précédent réunit ce double avantage;
mais pour le rendre encore plus complet, jai cru devoir y faire plusieurs
additions dont je vais rendre compte en peu de mots.

La théorie des fractions continues est une des plus utiles de 1I’Arithmé-
tique, ou elle sert & résoudre avec facilité des problemes qui, sans son se-
cours, seroient presqu'intraitables; mais elle est d'un plus grand usage encore
dans la solution des problemes indéterminés, lorsqu’on ne demande que des
nombres entiers. Cette raison m’'a engagé a exposer cette théorie avec toute
l'étendue nécessaire pour la faire bien entendre; comme elle manque dans les
principaux Ouvrages d’Arithmétique et d’Algebre, elle doit étre peu connue des
Géometres; je serai satisfait, si je puis contribuer & la leur rendre un peu
plus familiere. A la suite de cette théorie qui occupe le § I, viennent dif-
férens problemes curieux et entiérement nouveaux, qui dépendent & la vérité
de la méme théorie, mais que j'ai cru devoir traiter d'une maniere directe,
pour en rendre la solution plus intéressante; on y remarquera principalement
une méthode tres-simple et tres-facile pour réduire en fractions continues les
racines des équations du second degré, et une démonstration rigoureuse que
ces fractions doivent toujours étre nécessairement périodiques.

Les autres Additions concernent sur-tout la résolution des équations in-
déterminées du premier et du second degré; je donne pour celles-ci des
méthodes générales et nouvelles, tant pour le cas ou l'on ne demande que
des nombres rationnels, que pour celui ol l'on exige que les nombres cher-
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chés soient entiers; et je traite d'ailleurs quelques autres matieres impor-
tantes et relatives au méme objet.

Enfin le dernier paragraphe renferme des recherches sur les fonctions
qui ont la propriété, que le produit de deux ou de plusieurs fonctions
semblables, est aussi une fonction semblable; j'y donne une méthode géné-
rale pour trouver ces sortes de fonctions, et jen fais voir l'usage pour la
résolution de différens problemes indéterminés, sur lesquels les méthodes
connues n'auroient aucune prise.

Tels sont les principaux objets de ces Additions, auxquelles jaurois pu
donner beaucoup plus d'étendue, si je n'avois craint de passer de justes
bornes; je souhaite que les matieres que j'y ai traitées puissent mériter I'at-
tention des Géometres, et réveiller leur gout pour une partie de I'Analyse,
qui me paroit tres-digne d'exercer leur sagacité.

Leonmarpr Eurerr Opera omnia I1 Algebra 64






PARAGRAPHE 1
SUR LES FRACTIONS CONTINUES

1. Comme la théorie des Fractions continues manque dans les livres
ordinaires d’Arithmétique et d’Algebre, et que par cette raison elle doit étre
peu connue des Géometres, nous croyons devoir commencer ces Additions
par une exposition abrégée de cette théorie, dont nous aurons souvent lieu
de faire l'application dans la suite.

On appelle en général fraction continue toute expression de cette forme,
b,
p+—,4d

YT 4, ete.

o+

olt les quantités e, 3, y, J, etc. et b, ¢, d, etc. sont des nombres entiers positifs
ou négatifs; mais nous ne considérerons ici que les fractions continues, ou
les numérateurs b, ¢, d, etc. sont égaux & l'unité, c'est-h-dire celles qui sont
de la forme ,
g1
0 -, ete.

o, 3, y, etc. étant d’ailleurs des nombres quelconques entiers positifs ou néga-
tifs; car celles-ci sont, & proprement parler, les seules qui soient d'un grand
usage dans l'Analyse, les autres n'étant presque que de pure curiosité.

2. Milord BrRoUNCKER est, je crois, le premier qui ait imaginé les fractions
continues; on connoit celle qu’il a trouvée pour exprimer le rapport du carré
circonscrit & l'aire du cercle, et qui est

1
1+ 94 _g_+ 25
2 -+, etc.
64*
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Mais on ignore le chemin quil'y a conduit. On trouve seulement dans I'4rith-
metica infinitorum quelques recherches sur ce sujet, dans lesquelles WarLis dé-
montre d'une maniere assez indirecte, quoique fort ingénieuse, Iidentité de
I'expression de BrRoUNCKER avec la sienne, qui est, comme l'on sait, %:—:;
il y donne aussi la méthode de réduire en général toutes sortes de fractions
continues & des fractions ordinaires. Au reste, il ne paroit pas que l'un ou
Tautre de ces deux grands Géometres ait connu les principales propriétés et
les avantages singuliers des fractions continues; nous verrons ci-aprés que la

découverte en est principalement due 4 HuvGHENS.

3. Les fractions continues se présentent naturellement toutes les fois
qu'il s’agit d’exprimer en nombres des quantités fractionnaires ou irrationnelles.
En effet, supposons qu'on ait & évaluer une quantité quelconque donnée a,
qui ne soit pas exprimable par un nombre entier; la voie la plus simple est
de commencer par chercher le nombre entier qui sera le plus proche de la
valeur de a, et qui n'en différera que par une fraction moindre que 1'unité.
Soit ce nombre «, et l'on aura ¢ —e« égal & une fraction plus petite que
I'unité; de sorte que ﬁ sera au contraire un nombre plus grand que l'unité;
soit donc _—
on pourra chercher de méme le nombre entier qui approchera le plus de la
valeur de b; et ce nombre étant nommé 3, on aura de nouveau b — 3 égal
4 une fraction plus petite que 1'unité, et par conséquent b—i'B sera égal &
une quantité plus grande que l'unité, qu'on pourra désigner par ¢; ainsi,
pour évaluer ¢, il n'y aura qud chercher pareillement le nombre entier le
plus proche de ¢, lequel étant désigné par y, on aura ¢—y égal & une
quantité plus petite que l'unité, et par conséquent c_% sera égal & une
quantité d plus grande que l'unité, et ainsi de suite. Par ce moyen il est
clair qu'on doit épuiser peu & peu la valeur de a, et cela de la maniere la
plus simple et la plus prompte qu’il est possible, puisqu'on n'emploie que
des nombres entiers dont chacun approche, autant qu'il est possible, de la
valeur cherchée.

=10, et comme b doit étre un nombre plus grand que l'unité,

, et a=a+%; de

. 1 1 1
méme, & cause de g—p— ¢, on awra b=+ et, & cause de E":—y=d’

. . 1
Maintenant, puisque _— =b, on aura ¢ —a=

.

on aura pareillement ¢ =y + %, et ainsi de suite; de sorte qu'en substituant

successivement ces valeurs, on aura
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a’=a+%7
1
—et g4,
1
=a+ - 1
L y+%,

et en général

Il est bon de remarquer ici que les nombres «, B, y, etc. qui représen-
tent, comme nous venons de le voir, les valeurs entieres approchées des
quantités a, b, ¢, etc. peuvent &tre pris chacun de deux manieres différentes,
puisqu'on peut prendre également, pour la valeur entiere approchée d'une
quantité donnée, I'un ou l'autre des deux nombres entiers, entre lesquels se
trouve cette quantité; il y a cependant une différence essentielle entre ces
deux manieres de prendre les valeurs approchées par rapport & la fraction
continue qui en résulte; car si on prend toujours les valeurs approchées plus
petites que les véritables, les dénominateurs @, y, J, etc. seront tous positifs;
au lieu qu’ils seront tous négatifs, si on prend les valeurs approchées toutes
plus grandes que les véritables, et ils seront en partie positifs et en partie
négatifs, si les valeurs approchées sont prises tantdt trop petites et tantot
trop grandes.

En effet, si a est plus petit que @, a —« sera une quantité positive;
donc b sera positif, et B le sera aussi; au contraire @ — o sera négatif,
si & est plus grand que a; donc b sera négatif, et § le sera aussi. De
méme si B est plus petit que b, b — 3 sera toujours une quantité positive;
donc ¢ le sera aussi, et par conséquent aussi y; mais si @ est plus grand
que b, b — (3 sera une quantité négative; de sorte que c, et par conséquent
aussi y, seront négatifs, et ainsi de suite.

Au reste, lorsqu'il s’agit de quantités négatives, j'entends par quantités
plus petites celles qui, prises positivement, seroient plus grandes; nous aurons
cependant quelquefois dans la suite occasion de comparer entr’elles des quan-
tités purement par rapport & leur grandeur absolue; mais nous aurons soin
d’avertir alors qu'il faudra faire abstraction des signes.

Je dois remarquer encore que si, parmi les quantités b, ¢, d, etc., il s'en
trouve une qui soit égale & un nombre entier, alors la fraction continue sera
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terminée, parce qu'on pourra y conserver cette quantité méme; par exemple,
si ¢ est un nombre entier, la fraction continue qui donne la valeur de a, sera

1

= = 1
6=a-+ B+ 1

En effet, il est clair qu'il faudroit prendre y —¢, ce qui donneroit
d= c%y= %— = oo, et par conséquent J = oo; de sorte que l'on auroit

a=o-+ 1 1

—etE4l o a

vy + o’

les termes suivans évanouissant vis-h-vis de la quantité infinie oo; or

1 .
o = 0; donc on aura simplement

s—aty 1
C.

Ce cas arrivera toutes les fois que la quantité a sera commensurable,
c'est-d-dire qu'elle sera exprimée par une fraction rationnelle; mais lorsque a
sera une quantité irrationnelle ou transcendante, alors la fraction continue
ira nécessairement & l'infini.

4. Supposons que la quantité a soit une fraction ordinaire %, 4 et B
étant des nombres entiers donnés; il est d'abord évident que le nombre
entier « qui approchera le plus de %, sera le quotient de la division de 4
par B; ainsi supposant la division faite & la maniere ordinaire, et nommant
« le quotient et C le reste, on aura %—a=—1(;l; donc b =g; pour avoir de
méme la valeur entiere approchée 3 de la fraction %, il n'y aura qu'a diviser
B par C, et prendre pour 8 le quotient de cette division; alors nommant D
le reste, on aura b — g =%, et par conséquent c==§; on continuera donc
4 diviser ¢ par D, et le quotient sera la valeur du nombre y, et ainsi de
suite; d’ou résulte cette regle fort simple pour réduire les fractions ordinaires

en fractions continues.

Divisez d’abord le numérateur de la fraction proposée par son dénominateur,
et nommez le quotient o; divisez ensuite le dénominatewr par le reste, et nommez
le quotient 3; divisez aprés cela le premier reste par le second reste, et soit le
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quotient y; continuez ainsi en divisant toujours Uavant-derwier reste par le dernier,
Jusqu’a ce quon parvienne & ume division qui Se fasse sams reste, ce qui doit né-
cessairement arriver, puisque les restes sont tous des nombres enbiers qui vont en
dimenuant ; vous aurez la fraction continue

«tgyt

r+5 6+ ete.

qui sera égale & la fraction donnée.

. . . . . 1103 .
5. Soit proposé de réduire en fraction continue la fraction -z ; on di-

visera donc 1103 par 887, on aura le quotient 1 et le reste 216; on divisera
887 par 216, on aura le quotient 4 et le reste 23; on divisera 216 par 23,
ce qui donnera le quotient 9 et le reste 9; on divisera encore 23 par 9, on
aura le quotient 2 et le reste 5; on divisera 9 par b, on aura le quotient 1
et le reste 4; on divisera 5 par 4, on aura le quotient 1 et le reste 1; enfin,
divisant 4 par 1, on aura le quotient 4 et le reste nul, de sorte que l'opé-
ration sera terminée. Rassemblant donc par ordre tous les quotiens trouvés,
on aura cette série 1, 4, 9, 2, 1, 1, 4, d'ot I'on formera la fraction continue

1103

887 1+ +9+ .
2+T+%+1

al

6. Comme dans la maniere ordinaire de faire les divisions, on prend
toujours pour quotient le nombre entier qui est égal ou moindre que la
fraction proposée, il s'ensuit que par la méthode précédente on n’aura que
des fractions continues, dont tous les dénominateurs seront des nombres
positifs.

Or on peut aussi prendre pour quotient le nombre entier, qui est immé-
diatement plus grand que la valeur de la fraction, lorsque cette fraction n’est
pas réductible & un nombre entier, et pour cela il n'y a qu'h augmenter
d'une unité la valeur du quotient trouvé & la maniere ordinaire; alors le
reste sera négatif, et le quotient suivant sera nécessairement négatif. Ainsi
on pourra & volonté rendre les termes de la fraction continue positifs ou
négatifs.
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Dans l'exemple précédent, au lieu de prendre 1 pour le quotient de 1103
divisé par 887, je puis prendre 2; mais jaurai le reste négatif — 671, par
lequel il faudra maintenant diviser 887; on divisera donc 887 par — 671, et
I'on aura ou le quotient — 1 et le reste 216, ou le quotient — 2 et le reste
— 455, Prenons le quotient plus grand — 1, et alors il faudra diviser le
reste — 671 par le reste 216, d'ou l'on aura ou le quotient — 3 et le reste
— 23, ou le quotient — 4 et le reste 193. Je continue la division en adop-
tant le quotient plus grand — 3; jaurai a diviser le reste 216 par le reste
— 23, ce qui me donnera ou le quotient —9 et le reste 9, ou le quotient
— 10 et le reste —14, et ainsi de suite.

De cette maniere on aura

1103 1
R
— 9 -}, etc.

ou I'on voit que tous les dénominateurs sont négatifs.

7. On peut au reste rendre positif chaque dénominateur négatif, en
changeant le signe du numérateur; mais il faut alors changer aussi le signe
du numérateur suivant; car il est clair qu'on a

Ensuite on pourra, si l'on veut, faire disparoitre tous les signes — de la
fraction continue, et la réduire & une autre, ou tous les termes soient posi-
tifs; car on a en général

1

1
K=+, ete. =u—l+y, 1

VT 4 ete

comme on peut s'en convaincre aisément, en réduisant ces deux quantités en
fractions ordinaires.

On pourroit aussi par un moyen semblable introduire des termes négatifs
a la place des positifs, car on a

1
Pt oy, ebe, —HMFHI—T4 1
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Do l'on voit que par ces sortes de transformations on peut quelquefois
simplifier une fraction continue, et la réduire 4 un moindre nombre de ter-
mes; ce qui aura lieu toutes les fois qu'il y aura des dénominateurs égaux
a l'unité positive ou négative.

En général il est clair que pour avoir la fraction continue la plus con-
vergente qu’il est possible vers la valeur de la quantité donnée, il faut tou-
jours prendre pour «, 3, y, etc. les nombres entiers qui approchent le plus
des quantités a, b, ¢, etc. soit qu'ils soient plus petits ou plus grands que
ces quantités; or il est facile de voir que si, par exemple, on ne prend pas
pour « le nombre entier qui approche le plus, soit en exces ou en défaut,
de @, le nombre suivant @ sera nécessairement égal a l'unité; en effet la
différence entre a et « sera alors plus grande que 5, par conséquent on
aura b = a—l—a plus petit que 2; donc @ ne pourra étre qu'égal 4 l'unité.

Ainsi toutes les fois que dans une fraction continue on trouvera des
dénominateurs égaux & l'unité, ce sera une marque que l'on n’a pas pris les
dénominateurs précédens aussi approchans qu'il est possible, et que par con-
séquent la fraction peut se simplifier en augmentant ou en diminuant ces
dénominateurs d'une unité, ce qu'on pourra exécuter par les formules précé-
dentes, sans étre obligé de refaire en entier le calcul.

8. La méthode de I'art. 4 peut servir aussi & réduire en fraction con-
tinue toute quantité irrationnelle ou transcendante, pourvu qu'elle soit aupa-
ravant exprimée en décimales; mais comme la valeur en décimales ne peut
étre quapprochée, et qu'en augmentant d'une unité le dernier caractere on a
deux limites, entre lesquelles doit se trouver la vraie valeur de la quantité
proposée, il faudra, pour ne pas sortir de ces limites, faire & la fois le méme
calcul sur les deux fractions dont il s'agit, et n’admettre ensuite dans la
fraction continue que les quotiens qui résulteront également des deux opé-
rations.

Soit, par exemple, proposé d'exprimer par une fraction continue le
rapport de la circonférence du cercle au diametre.

Ce rapport exprimé en décimales est, par le calcul de VIeTE, 3,1415926535....;
31415926535
10000000 000
la méthode ci-dessus; or, si on ne prend que la fraction

de sorte qu'on aura la fraction & réduire en fraction continue par

314159
~—~_—_ on trouve
100000 314 160
les quotiens 3, 7, 15, 1, etc., et si on premoit la fraction plus grande 160000

Lronnaepr Eurerr Opera omnia I1 Algebra 65
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on trouveroit les quotiens 3, 7, 16, etc. de sorte que le troisieme quotient
demeureroit incertain; d'olt l'on voit que, pour pouvoir pousser seulement la
fraction continue au-dela de trois termes, il faudra nécessairement adopter
une valeur de la périphérie qui ait plus de six caracteres.

Or, si on prend la valeur donnée par LupoLpH en trente-cing caracteres,
et qui est 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288; et qu'on opere en
méme temps sur cette fraction et sur la méme, en y augmentant le der-
nier caractere 8 d’une unité, on trouvera cette suite de quotiens, 3, 7, 15, 1,
292,1,1,1,2,1, 3,1, 14,2, 1, 1, 2, 2, 2, 2,1, 84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1, 4,
2, 6, 6, 1; de sorte que l'on aura

Periph. 1
diamf;r. =3+7—|—%+_1_ L
T4 e 1

Comme il y a ici des dénominateurs égaux & l'unité, on pourra sim-
plifier la fraction, en y introduisant des termes négatifs, par les formules de
I'art. 7, et I'on trouvera

Périph. 1
diamétr. +7 + -1% 1
294 — — . _1_
3 4, ete.
ou bien
Périph. . 1
diamétr. _3+7—f—i%+ 1 L
g, 1

—3 4, etc.

9. Nous avons montré ailleurs comment on peut appliquer la théorie
des fractions continues & la résolution numérique des équations, pour laquelle
on n’avoit encore que des méthodes imparfaites et insuffisantes. (Voyez les
Mémoires de 'Académie de Berlin pour les années 1767 et 1768.")) Toute
la difficulté consiste & pouvoir trouver dans une équation quelconque la valeur
entiere la plus approchée, soit en excés ou en défaut, de la racine cherchée,
et cest sur quoi nous avons donné les premiers des regles stires et géné-

1) Oeuvres de Lacranc, publiées par les soins de M. I-A. Serrer, t. II, p. 538 et 581.
H W.
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rales, par lesquelles on peut non-seulement reconnoitre combien de racines
réelles positives ou négatives, égales ou inégales, contient la proposée, mais
encore trouver facilement les limites de chacune de ces racines, et méme les
limites des quantités réelles qui composent les racines imaginaires. Supposant
donc que z soit l'inconnue de 1'équation proposée, on cherchera d'abord le
nombre entier qui approchera le plus de la racine cherchée, et nommant ce
nombre «, il n’y aura qu'a faire, comme on l'a vu dans l'art. 3, z =« +%,
(je nomme ici x, y, 7, etc. ce que j'ai dénoté dans lart. cité par a, b, ¢, etc.);
et substituant cette valeur & la place de x, on aura, apres avoir fait évanouir
les fractions, une équation du méme degré en y, qui devra avoir au moins
une racine positive ou négative plus grande que l'unité. On cherchera donc
de nouveau la valeur entiere approchée de cette racine, et nommant cette
valeur 3, on fera ensuite y = G - —2—, ce qui donnera de méme une équation
en z, qui aura aussi nécessairement une racine plus grande que l'unité, et
dont on cherchera pareillement la valeur entiere approchée y, et ainsi de
suite. De cette maniere la racine cherchée se trouvera exprimée par la
fraction continue
« + 1 1
B+ 7+ 1
0 -, etc.

qui sera terminée si la racine est commensurable, mais qui ira nécessairement
a l'infini, si elle est incommensurable.

On trouvera dans les Mémoires cités tous les principes et les détails
nécessaires pour se mettre au fait de cette méthode et de ses usages, et
méme différens moyens pour abréger souvent les opérations qu'elle demande;
nous croyons n'y avoir presque rien laissé & désirer sur ce sujet si important.

Au reste, pour ce qui regarde les racines des équations du second degré,
nous donnerons plus bas, (art. 33 et suiv.), une méthode particuliere et tres-
simple pour les convertir en fractions continues.

10. Apres avoir expliqué la génération des fractions continues, nous
allons en montrer les usages et les principales propriétés.

Il est d’abord évident que plus on prend de termes dans une fraction
continue, plus on doit approcher de la vraie valeur de la quantité qu'on a

exprimée par cette fraction; de sorte que si on s’arréte successivement &
65*
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chaque terme de la fraction, on aura une suite de quantités qui seront né-
cessairement convergentes vers la quantité proposée.
Ainsi ayant réduit la valeur de @ & la fraction continue

1y
B+—, 1
7'+F—|—, ete.

@+

on aura les quantités

a, a+‘—;~, a+%+i, etc.
4

ou bien, en réduisant,

w1 apytaty

B prri o o

o,

qui approcheront de plus en plus de la valeur de a.

Pour pouvoir mieux juger de la loi et de la convergence de ces quan-
tités, nous remarquerons que par les formules de P'article 3 on a

1 1 1
a,=a+—b—, b=ﬁ+—c—, C—_—-}’—'—E‘, ete.

d'ou Ton voit d’abord que « est la premiere valeur approchée de a; qu'en-
suite si on prend la valeur exacte de a, qui est “b;"l, et qu'on y substitue
pour b sa valeur approchée @, on aura cette valeur plus approchée «f ;‘1;
qu'on aura de méme une troisieme valeur plus approchée de a, en mettant
d’abord pour b sa valeur exacte ﬁ—cj'—l (i‘fpi—c;)cliﬁ
nant ensuite pour ¢ la valeur approchée y; par ce moyen la nouvelle valeur

approchée de a sera

, ce qui donne a = , et pre-

(ef+1)y+e,
By+1 ’

continuant le méme raisonnement, on pourra approcher davantage, en met-

tant, dans l'expression de a trouvée ci-dessus, & la place de ¢ sa valeur
yd+1

exacte )

, ¢e qui donnera

o @Bty ta)dtaptt
By+1)d+p ’

et prenant ensuite pour d sa valeur approchée J; de sorte qu'on aura pour
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la quatrieme approximation la quantité

(@f+1y+a)d+ep+1
Br+1)d+8 ’

et ainsi de suite.

De-la il est facile de voir que si par le moyen des nombres o, 3, y, d, etc.
on forme les expressions suivantes,

A=« A'=1

B=pg4+1 B'=g

C=yB+4+ A C'=yB'+ 4

D=JC -+ B D'= 00"+ B!

E=¢D + C E'—=¢D'+ C*
etc. ete.

on aura cette suite de fractions convergentes vers la quantité a,

4 B ¢ D E F

Ol o T U

Si la quantité @ est rationnelle, et représentée par une fraction quel-

4

conque 4,

la série précédente; puisque dans ce cas la fraction continue sera terminée,

et que la derniere fraction de la série ci-dessus doit toujours équivaloir &
toute la fraction continue.

il est évident que cette fraction sera toujours la derniere dans

Mais si la quantité a est irrationnelle ou transcendante, alors la fraction
continue allant nécessairement & Il'infini, on pourra aussi pousser & linfini la
série des fractions convergentes.

11. Examinons maintenant la nature de ces fractions; et d’abord il est
visible que les nombres A4, B, C, etc. doivent aller en augmentant, aussi bien
que les nombres 4!, BY, C', etc. car:

1°. Si les nombres «, B, y, etc. sont tous positifs, les nombres 4, B, C,
etc. et 4', BY, C', etc. seront aussi tous positifs, et I'on aura évidemment
B>A4, C>B, D> C, etc. et B'=ou > 4%, C'> B!, D'> (", etc.

2°. Si les nombres o, B3, y, etc. sont tous ou en partie négatifs, alors
parmi les nombres 4, B, C, etc. et 4", B!, (", etc. il y en aura de positifs
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et de négatifs; mais dans ce cas on considérera que I'on a en général par
les formules précédentes

Bepit G d Dot ha
d’ou l'on voit d’abord que si les nombres e, 3, y, etc. sont différens de 1'unité,
quels que soient d'ailleurs leurs signes, on aura nécessairement, en faisant
abstraction des signes, %} plus grand que l'unité; donc % moindre que l'unité,
par conséquent % plus grand que l'unité, et ainsi de suite; donc B plus
grand que 4, C plus grand que B, etc.

Il n'y aura d'exception que lorsque parmi les nombres e, 3, y, etc. il s'en
trouvera d’égaux & l'unité; supposons, par exemple, que le nombre y soit le
premier qui soit égal & 4+ 1; on aura d'abord B plus grand que 4, mais C

sera moindre que B, s’il arrive que la fraction % soit de signe différent de y;
ce qui est clair par 1'équation BE =y + %; parce que dans ce cas y -+ i];—

sera un nombre moindre que l'unité; or je dis qu'alors on aura nécessaire-
ment D plus grand que B; car puisque y=-+1, on aura, (art. 10),

c=i1—{—%, et c——‘li=i1; or, comme ¢ et d sont des quantités plus
grandes que l'unité, (art. 3), il est clair que cette équation ne pourra sub-
sister, & moins que ¢ et d ne soient de méme signe; donc, puisque y et J
sont les valeurs entieres approchées de c¢ et d, ces nombres y et J devront
étre aussi de méme signe; mais la fraction % =y + % doit étre de méme

. s . 4 . .
signe que y, a cause que y est un nombre entier, et L une fraction moindre

que l'unité; donc % et J seront des quantités de méme signe; par conséquent

aC e " D B, - C
5 sera une quantité positive. Or on a 5 =d + %; donc multipliant par 4,

on aura % =d —g— + 1; donc %q étant une quantité positive, il est clair que

% sera plus grand que l'unité; donc D plus grand que B.

De-la on voit que 'l arrive que dans la série 4, B, C, etc. il se
trouve un terme qui soit moindre que le précédent, le terme suivant sera
nécessairement plus grand; de sorte quen mettant & part ces termes plus
petits, la série ne laissera pas d'aller en augmentant.

Au reste on pourra toujours éviter, si l'on veut, cet inconvénient, soit
en prenant les nombres «, @, y, etc. tous positifs, soit en les prenant tous
différens de l'unité, ce qui est toujours possible.
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On fera les mémes raisonnemens par rapport & la série 4!, B', C*, etc.
dans laquelle on a pareillement

Bt ct A D*

Bl
jd—l:-=‘6, F:y—*——‘Bﬁl, UT=6+E, ete.

d’oit T'on déduira des conclusions semblables aux précédentes.

12. Maintenant, si on multiplie en croix les termes des fractions voisi-

(. A B C
nes dans la série =, 2, ¢, etc. on trouvera

BA'—AB'=1, CB'—B(C'=AB'—BA4', DC'—CD'=BC(C'—CB, etc.

d’ou je conclus qu'on aura en général

BA'— AB'=1
CB'— BC'=—1
DC'— CD'=1

ED'— DE'=—1, etc.

Cette propriété est trés-remarquable, et donne lieu & plusieurs conséquences
importantes.

D’abord on voit que les fractions %, l—g,, —qu, etc. doivent étre déjh ré-
duites & leurs moindres termes; car si, par exemple, C et C' avoient un
commun diviseur autre que l'unité, le nombre entier CB'— BC' seroit aussi

divisible par ce méme diviseur, ce qui ne se peut, & cause de CB'— B(C"' = —1.
Ensuite si on met les équations précédentes sous cette forme
B A 1
BT AT AR
Cc B 1
G BT T BT
D c 1
DI Cf T Dt
L_D ! etc.

ET DT T DEU
il est aisé de voir que les différences entre les fractions voisines de la série
4 B ¢ . .. .
“i» pi» g ete. vont continuellement en diminuant, de sorte que cette série
est nécessairement convergente.
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Or je dis que la différence entre deux fractions consécutives est aussi
petite qu'il est possible; en sorte qu'entre ces mémes fractions il ne sauroit
tomber aucune autre fraction quelconque, & moins qu'elle n'ait un dénomi-
nateur plus grand que ceux de ces fractions-la.

Car prenons, par exemple, les deux fractions L et 2., dont la différence

Ot D
est Zﬁljﬁ, et supposons, s'il est possible, qu'il existe une autre fraction 17':—, dont
la valeur tombe entre celles de ces deux fractions, et dans laquelle le déno-

minateur » soit moindre que C' ou que D'; donc puisque % doit se trouver
D C mC'—nC
DY [ TaCT
, soit plus petite que différence entre 1% et 50;; mais il est clair

entre % et

nC—m(C? 1
nC" D™

que celle-14 ne sauroit étre moindre que

il faudra que la différence entre - et &, qui est ou

1 . .
aov done, sin < D', elle sera né-

. 1 . . D
cessairement plus grande que ;rp:; de méme la différence entre %— et 7 ne

pouvant étre plus petite que —;L—%T’ sera nécessairement plus grande que —5117)-,,
si » < (', au lieu qu'elle devroit en étre plus petite.
13. Voyons présentement de combien chaque fraction de la série —},, EB—“ etc.

approchera de la valeur de la quantité a. Pour cela on remarquera que les
formules trouvées dans 'art. 10 donnent

Ab+1
@="J4p
0 — Be+ A

T Ble+ Al
g J4+B
T Cld+B
0 — De+C
T D+t

et ainsi de suite.
. . . .
Done si on veut savoir de combien la fraction &, par exemple, approche
A z . ’ C
de la quantité, on cherchera la différence entre 5 et @; en premant pour a

la quantité ot

¢ _Ci+B ¢  BC'—0B 1
CtT Cld+B (' ONCd+BY " O Cd+BY

on aura

a

& cause de BC'— CB'=1, (art. 12); or, comme on suppose que & soit la
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valeur approchée de d, en sorte que la différence entre d» et d soit moindre
que l'unité, (art. ), il est clair que la valeur de d sera renfermée entre les
deux nombres & et d + 1, (le signe supérieur étant pour le cas ol la valeur
approchée & est moindre que la véritable d, et le signe inférieur pour le
cas ou d est plus grand que d), et que par conséquent la valeur de C'd+ B,
sera aussi renfermée entre ces deux-ci, ("d'4- B! et C'(d+1)+ B', c'est-a-dire
entre D' et D'+ C'; donc la différence a — gl sera renfermée entre ces deux
limites Cllpl, o (Dll oy d’ot I'on pourra juger de la quantité de l'approxi-

mation de la fraction

c
o

14. En général on aura

A 1
=2t am
g—B ____ 1
T BT Bi(Blct 4)
C 1
“= it oioaT BY
D 1
“= DT DD+ 0N

et ainsi de suite.

Or, si on suppose que les valeurs approchées «, 3, y, etc. soient toujours
prises moindres que les véritables, ces nombres seront tous positifs, aussi
bien que les quantités b, ¢, d, etc. (art. 3); donc les nombres 4', B', (', etc.

seront aussi tous positifs; d'ou il s'ensuit que les différences entre la quantité a

. 4 B ¢ . .ps . e
et les fractions =5, &, 4 etc. seront alternativement positives et négatives;

c'est-a-dire que ces fractions seront alternativement plus petites et plus
grandes que la quantité a.

De plus, comme b>p3, ¢>y, d>J, ete. (hyp.) on aura
b>DB, B¢+ A'>By+4'>C, (C'd+4 B'>C'd+ B'> D', etc
et comme b<@+1, c<y+1, d<Jd+1, etc. on aura
b< B +1, ‘
Ble4A'< B(y+1)+A4'<C*+ B, C'd+B'<C(d+1)+ B <D+ C, etc.

Lroxmarpi Eviert Opera omnia 11 Algebra 66
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. . B
de sorte que les erreurs qu'on commettroit en prenant les fractions f;, Zir
c

oi» otc. pour la valeur de @, seroient respectivement moindres que

1 1 1
AB’ BICL’ 1D’ etc.

mais plus grandes que

1 1 1
AI(B'+4Y)’ BYC'+BY’® C(D+0Y’

ete.

d’'ou Ton voit combien ces erreurs sont petites, et combien elles vont en di-
minuant d'une fraction & l'autre.

Mais il y a plus: puisque les fractions %, %, %, etc. sont alternative-

ment plus petites et plus grandes que la quantité a, il est clair que la
valeur de cette quantité se trouvera toujours entre deux fractions consécu-
tives quelconques; or nous avons vu ci-dessus, (art. 12), qu'il est impossible
qu'entre deux telles fractions puisse se trouver une autre fraction quelconque
qui ait un dénominateur moindre que 1'un de ceux de ces deux fractions;
d'ott I'on peut conclure que chacune des fractions dont il s'agit, exprime la
quantité ¢ plus exactement que ne pourroit faire toute autre fraction quel-
conque, dont le dénominateur seroit plus petit que celui de la fraction sui-

vante; c'est-a-dire que la fraction g;, par exemple, exprimera la valeur de a

plus exactement que toute autre fraction %, dans laquelle » seroit moindre

que D'

15. Si les valeurs approchées «, 3, y, etc. sont toutes ou en partie plus
grandes que les véritables, alors parmi ces nombres il y en aura nécessaire-
ment de négatifs, (art. 3), ce qui rendra aussi négatifs quelques-uns des ter-
mes des séries 4, B, C, ete. 4', B', (", etc. par conséquent les différences
entre les fractions %, —};}, —gT, etc. et la quantité ¢ ne seront plus alterna-
tivement positives et négatives, comme dans le cas de larticle précédent; de
sorte que ces fractions n’auront plus l'avantage de donner toujours des limi-
tes en plus et en moins de la quantité «, avantage qui me paroit d'une tres-
grande importance, et qui doit par conséquent faire préférer toujours dans la
pratique les fractions continues ol les dénominateurs seront tous positifs.
Ainsi nous ne considérerons plus dans la suite que des fractions de cette

espece.
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16. Considérons donc la série

A B c D
a0 B D o

dans laquelle les fractions sont alternativement plus petites et plus grandes que
la quantité a, et il est clair qu'on pourra partager cette série en ces deux-ci:

A ¢ E

—Aj, -CTI, ET’ ete.
B D F b
B D T O

donc la premiere sera composée de fractions toutes plus petites que @, et
qui iront en augmentant vers la quantité a; donc la seconde sera composée
de fractions toutes plus grandes que @, mais qui iront en diminuant vers
cette méme quantité. Examinons maintenant chacune de ces deux séries en
particulier: dans la premiere on aura, (art. 10 et 12),

C A y

T~ AT T A4iCT

E C &
7o oEe o

et dans la seconde on aura

B D 0

BT D' BT

D _F_ ¢ ete.

Or, si les nombres y, d, ¢, etc. étoient tous égaux & I'unité, on pourroit
prouver, comme dans l'art. 12, qu'entre deux fractions consécutives quelcon-
ques de l'une ou de l'autre des séries précédentes, il ne pourroit jamais se
trouver aucune autre fraction dont le dénominateur seroit moindre que ceux
de ces deux fractions; mais il n'en sera pas de méme, lorsque les nombres
y, 0, &, etc. seront différens de l'unité: car dans ce cas on pourra insérer
entre les fractions dont il s’agit autant de fractions intermédiaires qu’il y aura
d'unités dans les nombres y —1, d —1, e —1, etc. et pour cela il n'y aura

qu'h mettre successivement dans les valeurs de C et (7, (art. 10), les nom-
66*



524 ADDITIONS PARAGRAPHE I ARTICLE 16—18 [415—417

bres 1, 2, 3, etc. ¥ & la place de y; et de méme dans les valeurs de D et
D', les nombres 1, 2, 3, etc. & & la place de J, et ainsi de suite.

17. Supposons, par exemple, que y soit =4, on aura C=4B + 4 et
C'=4B'+4 4", et on pourra insérer entre les fractions 2‘4—1 et @C—I trois fractions
intermédiaires, qui seront

B+4  2B+A  3B+4
B4’ 3B+ AV 3BHA

Or il est clair que les dénominateurs de ces fractions forment une suite
croissante arithmétiquement depuis A4' jusqua C'; et nous allons voir que les
fractions elles-mémes croissent aussi continuellement depuis % jusqu'a 02“ en
sorte quil seroit maintenant impossible d'insérer dans la série

4  Btd4  2B+d4  3B+4  4Btd  C
A7’ B'+A4' 2B'+4YV 3B'+4V 4B +A4 C!

aucune fraction dont la valeur tombat entre celles de deux fractions consécu-
tives, et dont le dénominateur se trouvat aussi entre ceux des mémes frac-
tions. Car si on prend les différences entre les fractions précédentes, on aura,
a cause de BA'— AB'=1,

b+d 4 _ 1

BU4 At 41 AY(BU4 4Y
2B+4 B+4 1
2B'+4A'  B'+A4'  (B'4-4)(2B'+ 4Y)
8B+4 2B+4 1
3B F 4! 2B Al (B +ANBB+4Y

¢ 3B+4 1

O3B AT (3B ANCY
d'olt I'on voit d'abord que les fractions %, B%’
puisque leurs différences sont toutes positives; ensuite, comme ces différences
sont égales & l'unité divisée par le produit des deux dénominateurs, on
pourra prouver par un raisonnement analogue & celui que nous avons fait
dans Yart. 12, qu'il est impossible qu'entre deux fractions consécutives de la
série précédente, il puisse tomber une fraction quelconque %, si le dénomi-

etc. vont en augmentant,
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nateur » tombe entre les dénominateurs de ces fractions, ou en général §'il
est plus petit que le plus grand des deux dénominateurs.

De plus, comme les fractions dont nous parlons sont toutes plus petites’)
que la vraie valeur de @, et que la fraction _11_; en est plus grande'), il est
évident que chacune de ces fractions approchera de la quantité @, en sorte
que la différence en sera plus petite que celle de la méme fraction et de la

fraction %; or on trouve

B A 1
BT 41T AP

B B4 1

BT BfAT (B +AYB

B . 2B4+4 1

BT 2BYA T @B +AYB

B 3B+4 1

B 3B'+4' (3B'+AYHYB
B C 1

BT T OB

Donc, puisque ces différences sont aussi égales h l'unité divisée par le
produit des dénominateurs, on y pourra appliquer le méme raisonnement de
Particle 12, pour prouver qu’aucune fraction %’ ne sauroit tomber entre une
quelconque des fractions %, ;ij,, :I?'ij” etc. et la fraction g—l, si le dé-
nominateur » est plus petit que celui de la méme fraction; d'ou il suit que
chacune de ces fractions approche plus de la quantité ¢ que ne pourroit
faire toute autre fraction plus petite que a, et qui auroit un dénominateur

plus petit, c'est-a-dire, qui seroit concue en termes plus simples.

18. Nous n'avons considéré dans l'article précédent que les fractions

. ae s A c . . . . e
intermédiaires entre —; et 4, il en sera de méme des fractions intermédiaires

E .
%—1, entre 7 et %, etc. si &, 7, etc. sont des nombres plus grands

entre % et

que l'unité.
0 . . T (» B D F

n peut aussi appliquer a l'autre série Fir pir pv etc. tout ce que nous

1) Edition originale: . . . comme les fractions . . . sont toutes plus grandes . .. et que . .. gl

en est plus petite . .. A la suite de cette erreur qui se trouve dans toutes les éditions ultérieures,
y compris celle de SERRET, et qui se continue dans les 5 équations suivantes, il a fallu y changer
les signes des différences. H W.
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venons de dire relativement & la premiere série %, -(%, etc. de sorte que, si
les nombres d, {, etc. sont plus grands que l'unité, on pourra insérer entre
les fractions éil et —g—l, entre % et FE,I, etc. différentes fractions intermédiaires
toutes plus grandes que @, mais qui iront continuellement en diminuant, et
qui seront telles qu'elles exprimeront la quantité @ plus exactement que ne
pourroit faire aucune autre fraction plus grande que a, et qui seroit congue
en termes plus simples.

De plus, si B est aussi un nombre plus grand que l'unité, on pourra

pareillement placer avant la fraction —31%— les fractions A_li'l, 2A2+ 1, 3‘1;' 1, etc.

. . 1 . B . R -
jusqu'a ‘3‘4;' , savoir 27, et ces fractions auront les mémes propriétés que

les autres fractions intermédiaires.
De cette maniere on aura donc ces deux suites complettes de fractions
convergentes vers la quantité a.

Fractions croissantes et plus petites que a:

4 B+d4d 2B+4 3B+4 . yB+d4
AV B4-A4'’ 2B-4-AY 3B} AV ote. y B' 44"’
¢ D+C 2D+C  3D+C .~ sD+C
0V Drov 2D+ 0v spiyov O TDiov
%, _FFTEI%’ etc. etc. ete.

Fractions décroissantes et plus grandes que a:

A+1 2441 34+1 ote BA+1
1’ 2 7 3 ) g’
B C+B 2C + B 0C+ B
B’ (4 BV 20+ BV etc. 00 BY

D E+D
o

etc. etc. ete.

Si la quantité a est irrationnelle ou transcendante, les deux séries pré-
. . o . o . B ¢
cédentes iront & linfini, puisque la série des fractions iA{;, 5is @i, ebc. que

nous nommerons dans la suite fractions principales, pour les distinguer des
fractions intermédiaires, va d'elle-méme & l'infini, (art. 10).
Mais si la quantité a est rationnelle et égale &4 une fraction quelconque

71, mous avons vu dans larticle cité, que la série dont il s'agit sera termi-
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née, et que la derniere fraction de cette série sera la fraction méme T’z" done

cette fraction terminera aussi nécessairement une des deux séries ci-dessus,
mais l'autre série pourra toujours aller & l'infini.

En effet, supposons que J soit le dernier dénominateur de la fraction

continue, alors sera la derniere des fractions principales, et la série des

D
DT
fractions plus grandes que @ sera terminée par cette méme fraction 1%; or
l'autre série des fractions plus petites que a se trouvera naturellement arrétée

a la fraction %, qui précede j%; mais pour la continuer, il n'y a qu'd con-

sidérer que le dénominateur &, qui devroit suivre le dernier dénominateur d,

. E . . .. D .

sera = oo, (art. 8); de sorte que la fraction %, qui snivroit 5t dans la suite
o DF 01T Dt
termédiaires, il est clair qu'a cause de &==o00, on pourra insérer entre les

E
ET

des fractions principales, seroi ; or par la loi des fractions in-

fractions g et une infinité de fractions infermédiaires, qui seront
D+C 2D+ C 3D+ C

prov apiyor spoipor o

. . . C . .

Ainsi dans ce cas on pourra, apres la fraction ,; dans la premiere suite

de fractions, placer encore les fractions éntermédiaires dont nous parlons, et
les continuer & I'infini.

PROBLEME

19. Une fraction exprimée par wun grand nombre de chiffres étant donnée,
trouver toutes les fractions en moindres termes qui approchent si prés de la vérité,
qu’il soit impossible d’en approcher davantage sans en employer de plus grandes.

Ce probleme se résoudra facilement par la théorie que nous venons
d’expliquer.

On commencera par réduire la fraction proposée en fraction continue par
la méthode de Y'art. 4, en ayant soin de prendre toutes les valeurs approchées
plus petites que les véritables, pour que les nombres g3, y, d, etc. soient tous
positifs; ensuite, & 'aide des nombres trouvés «, 3, y, etc. on formera, d'apres
les formules de Vart. 10, les fractions i gis —g—” etc. dont la derniere sera
nécessairement la méme que la fraction proposée, parce que dans ce cas la
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fraction continue est terminée. Ces fractions seront alternativement plus
petites et plus grandes que la fraction donnée, et seront successivement
concues en termes plus grands; et de plus elles seront telles que chacune de
ces fractions approchera plus de la fraction donnée, que ne pourroit faire
toute autre fraction quelconque qui seroit congue en termes moins simples.
Ainsi on aura par ce moyen toutes les fractions congues en moindres termes
que la proposée, qui pourront satisfaire an probleme.

Que si on veut considérer en particulier les fractions plus petites et les
fractions plus grandes que la proposée, on insérera entre les fractions précé-
dentes autant de fractions éntermédiaires que l'on pourra, et on en formera
deux suites de fractions convergentes, les unes toutes plus petites et les
autres toutes plus grandes que la fraction donnée, (art. 16, 17 et 18); chacune
de ces suites aura en particulier les mémes propriétés que la suite des frac-
tions principales :441—, %, T,?T’ etc. car les fractions dans chaque suite seront
successivement con¢ues en plus grands termes, et chacune d'elles approchera
plus de la fraction proposée, que ne pourroit faire aucune autre fraction qui
seroit pareillement plus petite ou plus grande que la proposée, mais qui seroit
congue en termes plus simples.

Au reste il peut arriver qu'une des fractions intermédiaires d'une série
n’approche pas si pres de la fraction donnée, qu'une des fractions de l'autre
série, quoique concue en termes moins simples que celle-ci; c'est pourquoi il
ne convient d'employer les fractions éintermédiaires, que lorsqu'on veut que les
fractions cherchées soient toutes plus petites ou toutes plus grandes que la
fraction donnée.

EXEMPLE I

20. Suivant M. pE rA CArLLE, 'année solaire est de 365° 5" 48" 497, et par
conséquent plus longue de 5™ 48" 49” que l'année commune de 365%; si cette
différence étoit exactement de 6 heures, elle donneroit un jour au bout de
quatre années communes; mais si on veut savoir au juste au bout de combien
d’années communes cette différence peut produire un certain nombre de jours,
il faut chercher le rapport qu'il y a entre 24" et 5" 48" 49”, et on trouve ce
rapport = %;%); de sorte qu'on peut dire qu'au bout de 86400 années communes,
il faudroit intercaler 20929 jours pour les réduire & des années tropiques.

Or, comme le rapport de 86400 & 20929 est exprimé en termes fort grands,
on propose de trouver en des termes plus petits des rapports aussi approchés

de celui-ci qu'il est possible.
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86400

On réduira donc la fraction 5550 en fraction continue par la regle donnée

dans lart. 4, qui est la méme que celle qui sert & trouver le plus grand
commun diviseur de deux nombres donnés: on aura

20929/864004 —
183716
 2684/20929[7 — 3

18788
2141126841 — 5
2141
543/2141)3 = &
1629
51255431 —
512
3151216 =
196
16311 =1
16
15161 = &
15
11515 =
15
0.

Connoissant ainsi tous les quotiens e, 3, y, etc. on en formera aisément

(. A B . .
la série =i BT etc. de la maniere suivante:

4, v, 1, 3, 1, 16, 1, 1, 15,
4 29 33 128 161 2704 2865 5569 86400
1’ 7’ 8"’ 31’ 39’ 655 ’ 694 ’ 1349’ 20929 °’

ol 'on voit que la derniere fraction est la méme que la proposée.
Pour faciliter la formation de ces fractions, on écrira d'abord, comme je
viens de le faire, la suite des quotiens 4, 7, 1, etc. et on placera au-dessous

. . 4 29 83 N Ie
de ces coefficiens les fractions 10 T g etc. qui en résultent.

Leonnarpr Eurerr Opera omnia I: Algebra 67
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La premiere fraction aura toujours pour numérateur le nombre qui est
au-dessus, et pour dénominateur 1'unité.

La seconde aura pour numérateur le produit du nombre qui y est au-
dessus par le numérateur de la premiere, plus l'unité, et pour dénominateur
le nombre méme qui est au-dessus.

La troisieme aura pour numérateur le produit du nombre qui y est au-
dessus par le numérateur de la seconde, plus celui de la premiere; et de
méme pour dénominateur, le produit du nombre qui est au-dessus par le dé-
nominateur de la seconde, plus celui de la premiere.

Et en général chaque fraction aura pour numérateur le produit du nombre
qui y est au-dessus par le numérateur de la fraction précédente, plus celui
de l'avant-précédente; et pour dénominatenr le produit du méme nombre par
le dénominateur de la fraction précédente, plus celui de l'avant-précédente.

Aingi 29=7-4+41, 7=1T,33=1-29+4,8=1-7T+1, 128=3-33+ 29,
31=38.841, et ainsi de suite; ce qui s'accorde avec les formules de 'art. 10.

Maintenant on voit par les fractions ;‘1:, -2;1?, %‘9—’, etc. que l'intercalation la
plus simple est celle d'un jour dans quatre années communes, ce qui est le
fondement du calendrier JuL1EN; mais qu'on approcheroit plus de l'exactitude
en n'intercalant que sept jours dans l'espace de vingt-neuf années communes,
ou huit dans l'espace de trente-trois ans, et ainsi de suite.

. . 4 29 33 .
On voit de plus que comme les fractions +, s g etc. sont alternative-
86400 24n

ment plus petites et plus grandes que la fraction 5550 ou gijorymr, lintercalation
d'un jour sur quatre ans sera trop forte, celle de sept jours sur vingt-neuf
ans trop foible, celle de huit jours sur trente-trois ans trop forte, et ainsi
de suite; mais chacune de ces intercalations sera toujours la plus exacte qu'il
est possible dans le méme espace de temps.

Or, si on range dans deux séries particulieres les fractions plus petites
et les fractions plus grandes que la fraction donnée, on y pourra encore
insérer différentes fractions secondaires pour compléter les séries; et pour
cela on suivra le méme procédé que ci-dessus, mais en prenant successivement
a la place de chaque nombre de la série supérieure tous les nombres entiers
moindres que ce nombre, (lorsqu'il y en a).

Ainsi, considérant d'abord les fractions croissantes

1, 1, 1, 15,
4 33 161 2865 86400
1’ 8 39 7 694 > 20929’
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on voit qu'a cause que l'unité est au-dessus de la seconde, de la froisieme
et de la quatrieme, on ne pourra placer aucune fraction infermédiaire, ni
entre la premiere et la seconde, ni entre la seconde et la troisieme, ni entre
la troisieme et la quatrieme; mais comme la derniere fraction a au-dessus
d’elle le nombre 15, on pourra entre cette fraction et la précédente, placer
quatorze fractions intermédiaires, dont les numeérateurs formeront la progression
arithmétique

2865 -+ 5569, 2865 4 25569, 2865 - 3 - 5569, ete.
et dont les dénominateurs formeront aussi la progression arithmétique

694 - 1349, 694 - 2.1349, 694 - 3.1349, etc.

Par ce moyen la suite complette des fractions croissantes sera

4 33 161 2865 8434 14003 19572 25141 30710 36279

17 87 397 694 2043 33927 4741’ 6090 ° 7439’ 8788’
41848 47417 52986 58555 64124 69693 75262 80831 86400
10137’ 11486° 128357 14184° 155337 168827 182317 19580° 20929°

Et comme la derniere fraction est la méme que la fraction donnée, il
est clair que cette série ne peut pas étre poussée plus loin.

De-la on voit que si on ne veut admettre que des intercalations qui
pechent par exces, les plus simples et les plus exactes seront celles d'un jour
sur quatre années, ou de huit jours sur trente-trois ans, ou de trente-neuf
sur cent soixante-un ans, et ainsi de suite.

Considérons maintenant les fractions décroissantes

7, 3, 16, 1,
29 128 2704 5569
7’ 31’ 655’ 1349’

et d’abord, & cause du nombre 7 qui est au-dessus de la premiere fraction,

on pourra en placer six autres avant celle-ci, dont les numérateurs formeront

la progression arithmétique 441, 2-4 4+ 1, 3-4 41, etc. et dont les dénomina-

teurs formeront la progression 1, 2, 3, etc.; de méme, & cause du nombre 3,

on pourra placer entre la premiere et la seconde fraction deux fractions

wntermédiaires; et entre la seconde et la troisieme on en pourra placer 15, &
67*
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cause du nombre 16 qui est au-dessus de la troisieme; mais entre celle-ci et
la derniere on n'en pourra insérer aucune, & cause que le nombre qui y est
au-dessus est 1'unité.

De plus, il faut remarquer que comme la série précédente n'est pas ter-
minée par la fraction donnée, on peut encore la continuer aussi loin que l'on
veut, comme nous 'avons fait voir dans l'art. 18. Ainsi on aura cette série
de fractions croissantes

5 09 18 17 21 25 29 62 95 128 289 450 611 772
1’ 27 8 4’7 5’ 67’ 77 157 23 317 70’7 109’ 148’ 187’
933 1094 1255 1416 1577 1738 1899 2060 2221 2382 2543
2267 9657 3047 343 ° 3827 4217 460° 499’ 5387 5777 616’

2704 5569 91969 178369 264769 351169 437569
655 7 13497 222787 43207 ° 64136 ° 85065 ° 105994’

etc.

lesquelles sont toutes plus petites que la fraction proposée, et en approchent
plus que toutes autres fractions qui seroient congues en termes moins simples.

On peut conclure de-la, que si on ne vouloit avoir égard qu'aux inter-
calations qui pécheroient par défaut, les plus simples et les plus exactes
seroient celles d’'un jour sur cinq ans, ou de deux jours sur neuf ans, ou de
trois jours sur treize ans, etc.

Dans le calendrier GREGORIEN on intercale seulement quatre-vingt dix-sept
jours dans quatre cents années; on voit par la table précédente qu'on ap-
procheroit beaucoup plus de l'exactitude en intercalant cent neuf jours en
quatre cents cinquante années.

Mais il faut remarquer que dans la réformation GREGORIENNE on s'est
servi de la détermination de l'année donnée par Corervic, laquelle est de
365° 5 49" 20”. En employant cet élément on auroit, au lieu de la fraction

86400 . 86400 540
, celle-ci ;

: 1, 1 s 4 r 7
30535 209600 Ou bien ;=5 d'ott l'on trouveroit par la méthode précé-

dente les quotiens 4, 8, 5, 3, et de-la ces fractions principales

4, 8, 5, 3,
4 33 169 540
1’ 8’ 41° 131°

qui sont, & l'exception des deux premieres, assez différentes de celles que
nous avons trouvées ci-dessus. Cependant on ne trouve pas parmi ces fractions
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400

la fraction < adoptée dans le calendrier GrEGORIEN; et cette fraction ne peut

pas méme se trouver parmi les fractions éwtermédiaires qu'on pourroit insérer

fiog 4 169 83 540
dans les deux seéries +, 4, et &, 5573

tomber qu'entre ces deux dernieres fractions, entre lesquelles, & cause du

car il est clair qu'elle ne pourroit

nombre 3 qui est au-dessus de la fraction %, il peut tomber deux fractions

. T . 202, 371 \ . .
intermédiaires, qui seront - et o d'ou l'on voit qu'on auroit approché plus

de Y'exactitude, si dans la réformation GREGORIENNE on avoit prescrit de n'inter-
caler que quatre-vingt-dix jours dans l'espace de trois cents soixante et

onze ans.

400 . ;
57 & avoir pour numérateur le nombre 86400,

elle deviendra %ggg, ce qui supposeroit l'année tropique de 365° 5® 49" 12"

Dans ce cas l'interpolation GrREGORIENNE seroit tout-a-fait exacte; mais
comme les observations donnent I'année plus courte de plus de 207, il est
clair qu'il faudra nécessairement, au bout d'un certain espace de temps, intro-
duire une nouvelle intercalation.

Si on réduit la fraction

Si on vouloit s'en tenir & la détermination de M. pE rA CAILLE, comme
400
97
la cinquieme et de la sixieme des fractions principales trouvées ci-devant, il

s'ensuit de ce que nous avons démontré, (art. 14), que la fraction % approche-

au reste, comme les Astronomes

le dénominateur 97 de la fraction se trouve entre les dénominateurs de

roit plus de la vérité que la fraction 4—;)79;
gsont encore partagés sur la véritable longueur de l'année, nous nous
abstiendrons de prononcer sur ce sujet; aussi n'avons-nous eu d'autre objet
dans les détails que nous venons de donmer, que de faciliter les moyens
de se mettre au fait des fractions continues et de leurs usages; dans cette

vue nous ajouterons encore l'exemple suivant.

EXEMPLE II

21. Nous avons déja donné, (art. 8), la fraction continue qui exprime le
rapport de la circonférence du cercle au diametre, en tant qu'elle résulte de
la fraction de LupoLpH; ainsi il n'y aura qu'a calculer, de la maniere en-
seignée dans l'exemple précédent, la série des fractions convergentes vers ce
méme rapport, laquelle sera
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3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2,
3 22 333 855 103993 104348 208341 312689 833719
17 77 106’ 1137 83102 ° 332157 66317 ° 99532 ° 265381’

1, 3, 1, 14, 2, 1,
1146408 4272943 5419351 80143857 165707065 245850922
364913 ° 1360120° 1725033° 25510582° 52746197 ° 78256779 °

1, 2, 2, 2’ 2’
411557987 1068966896 2549491779 6167950454 14885392687
131002976 ° 840262731 ' 811528438 ° 1963319607’ 4738167652 ’

1, 84, 2, 1,
21053343141 1783366216531 3587785776203 5371151992734
6701487259’ 567663097408 ’ 1142027682075’ 1709690779483 °

1, 15, 3, 13,
§2§8937768937 139755218526789 428224593349304 5706674932067741
2851718461558’ 44485467702853 > 136308121570117° 1816491048114874°

1, 4, 2,
6134899525417045 30246273033735921 66627445592888887
1952799169684491° 9627687726852338 ’ 21208174623389167’

6, 6, 1,
430010946591069243 2646693125139304345 3076704071730373588
136876735467187340°  842468587426513207 °  979345322893700547

Ces fractions seront donc alternativement plus petites et plus grandes
que la vraie raison de la circonférence au diametre, c'est-a-dire que la pre-
miere i— sera plus petite, la seconde ? plus grande, et ainsi de suite; et
chacune d'elles approchera plus de la vérité que ne pourroit faire toute autre
fraction qui seroit exprimée en termes plus simples, ou, en général, qui auroit
un dénominateur moindre que le dénominateur de la fraction suivante; de
sorte que l'on peut assurer que la fraction % approche plus de la vérité que
ne peut faire aucune autre fraction dont le dénominateur seroit moindre
que 7; de méme la fraction ?72 approchera plus de la vérité que toute autre

fraction dont le dénominateur seroit moindre que 106, et ainsi des autres.
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Quant & lerreur de chaque fraction, elle sera toujours moindre que
I'unité divisée par le produit du dénominateur de cette fraction par celui de
. . . . . . 1

la fraction suivante. Ainsi l'erreur de la fraction % sera moindre que -,

.92 . . . .
celle de la fraction = sera moindre que , et ainsi de suite. Mais en

7 7.106
méme temps l'erreur de chaque fraction sera %lus grande que l'unité divisée
par le produit du dénominateur de cette fraction, par la somme de ce dé-
nominateur et du dénominateur de la fraction suivante; de sorte que l'erreur
de la fraction > sera plus grande que celle de la fraction 272 plus grande

1
1 8>
que

ﬁ, et ainsi de suite, (art. 14).

Si on vouloit maintenant séparer les fractions plus petites que le rap-
port de la circonférence au diametre, d'avec les plus grandes, on pourroit,
en insérant les fractions infermédiaires convenables, former deux suites de
fractions, les unes croissantes et les autres décroissantes vers le vrai rapport
dont il s’agit; on aurocit de cette maniere

périph. .
diam.

Fractions plus petites que

325 47 69 91 118 185 157 179 3201 223 245 267 289 811 333
1’ 87 15% 22° 29’ 86’ 43’ 50’ 57’ 64’ 717 787 857 92’ 997 106’

688 1043 1398 1753 2108 2463

519’ 833’ 445 558 671’ 784’ O

Fractions plus grandes que <.~

10 13 16 19 22 355 104348 312689 1146408 5419351 85563208
387 47 57 67 7’ 1137 332157 995327 364913 ° 17250337 27235615’

165707065 411557987 1480524883

52746197 7 131002976° 471265707’ otc.

Chaque fraction de la premiere série approche plus de la vérité que ne
peut faire aucune autre fraction exprimée en termes plus simples, et qui
pécheroit aussi par défaut; et chaque fraction de la seconde série approche
aussi plus de la vérité que ne peut faire aucune autre fraction exprimée en
termes plus simples et péchant par exces.

Au reste ces séries deviendroient fort prolixes, si on vouloit les pousser
aussi loin que nous avons fait celle des fractions principales donnée ci-dessus.
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Les bornes de cet Ouvrage ne nous permettent pas de les insérer ici dans
toute leur étendue, mais on peut les trouver au besoin dans le chap. XI de
I’ Algebre de Waruis, (Operum Mathemat. vol. IL).

REMARQUE

22. La premiere solution de ce probleme a été donnée par WaLris dans
un petit Traité qu'il a joint aux Fuwres posthumes d’Horrocius, et on la
retrouve dans l'endroit cité de son Algebre; mais la méthode de cet Auteur
est indirecte et fort laborieuse. Celle que nous venons de donmer est due &
HuveuENs, et on doit la regarder comme une des principales découvertes de
ce grand Géometre. La construction de son automate planétaire paroit en
avoir été l'occasion. En effet il est clair que pour pouvoir représenter
exactement les mouvemens et les périodes des planetes, il faudroit employer
des roues ou les nombres des dents fussent précisément dans les mémes rap-
ports que les périodes dont il s’agit; mais comme on ne peut pas multiplier
les dents au-deld d'une certaine limite dépendante de la grandeur de la roue,
et que d'ailleurs les périodes des planetes sont incommensurables, ou du
moins ne peuvent étre représentées avec une certaine exactitude que par de
tres-grands nombres, on est obligé de se contenter dun d-peu-prés, et la dif-
ficulté se réduit a trouver des rapports exprimés en plus petits nombres, qui
approchent autant qu'il est possible de la vérité, et plus que ne pourroient
faire d’autres rapports quelconques qui ne seroient pas congus en termes
plus grands.

M. HuvcHENs résout cette question par le moyen des fractions continues,
comme nous l'avons fait ci-dessus; il donne la maniere de former ces frac-
tions par des divisions continuelles, et il démontre ensuite les principales
propriétés des fractions convergentes qui en résultent, sans oublier méme les
fractions ¢nfermédiaires. Voyez dans ses Opera posthuma le Traité intitulé
Descriptio automati planetaric.

D’autres grands Géometres ont ensuite considéré les fractions continues
d’'une maniere plus générale. On trouve sur-tout dans les Commentaires de
Pétersbourg, (tom. IX et XI des anciens, et tom. IX et XI des nouveaux), des
Mémoires de Mr. EuvLEr') remplis des recherches les plus savantes et les plus

1) Voir les mémoires 71, 128, 281 et 323 (suivant ¥Index d’Enrsrron), LroNaaror BvLErr
Opera ommia, series I, vol. 10 et 2. H W
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ingénieuses sur ce sujet; mais la théorie de ces fractions, envisagée du coté
arithmétique qui en est le plus intéressant, n'avoit pas encore été, ce me
semble, autant cultivée qu’elle le méritoit; c'est ce qui m'a engagé & en com-
poser ce petit Traité pour la rendre plus familiere anx Géometres. Voyez
aussi les Mémoires de Berlin pour les années 1767 et 1768.%)

Au reste cette théorie est d'un usage tres-étendu dans toute I'Arith-
métique, et il y a peu de problemes de cette science, au moins parmi ceux
pour lesquels les regles ordinaires ne suffisent pas, qui n'en dépendent
directement ou indirectement. Mr. JEaxn BErNouLLI vient d’en faire une appli-
cation heureuse et utile dans une nouvelle espece de calcul qu'il a imaginé
pour faciliter la construction des tables de parties proportionnelles. Voyez
le tome I de son Recueil pour les Astronomes.

1) Voir la note p. 514. H W

Lronmarp: Eurert Opera omnia I1 Algebra 68



PARAGRAPHE II

SOLUTIONS DE QUELQUES PROBLEMES CURIEUX ET NOUVEAUX
D’ARITHMETIQUE

Quoique les problemes dont nous allons nous occuper aient un rapport
immédiat avec le précédent, et dépendent des mémes principes, nous croyons
cependant devoir les traiter d’'une maniere directe, et sans rien supposer de
ce qui a été démontré jusqu'ici.

On aura par ce moyen la satisfaction de voir comment dans ces sortes
de matieres on est nécessairement conduit & la théorie des fractions conti-
nues; d'ailleurs cette théorie en deviendra beaucoup plus lumineuse, et recevra
par-la de nouveaux degrés de perfection.

PROBLEME I

23. Etant donnée ume quantité positive a, rationnelle ou non, et supposant
que p et q me puissent élre que des nombres ewtiers positifs et premiers entr’euz,
on demande de trouver des valeurs de p et q, telles que la valewr de p — agq,
(abstraction faite du signe), soit plus petite quelle me seroit, si on donnoit & p
et q des valeurs moindres quelconques.

Pour pouvoir résoudre ce probleme directement, nous commencerons par
supposer que l'on ait en effet déja trouvé des valeurs de p et ¢ qui aient
les conditions requises; donc prenant pour » et s des nombres quelconques
entiers positifs moindres que p et ¢, il faudra que la valeur de p — ag soit
moindre que celle de r — as, abstraction faite des signes de ces deux quan-
tités, c'est-a-dire en les prenant toutes deux positivement. Or je remarque
d’abord que si les nombres r et s sont tels que ps—gr=+41, le signe
supérieur ayant lieu lorsque p —ag est un nombre positif, et l'inférieur, lorsque
p— agq est un nombre négatif, on en peut conclure en général que la valeur
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de toute expression y — az sera toujours plus grande, (abstraction faite du
signe), que celle de p —ag, tant qu'on ne donnera & 2 et & y que des valeurs
entieres, moindres que celles de p et g.

En effet, il est clair qu'on peut supposer en général

y=pt+ru, et z2=gqt-+ su,

t et u étant deux inconnues; or par la résolution de ces équations on a

_Sy—rs _4y—ps.

Cops—qr’ T qr—ps’
donc, & cause de ps—qr=+1, t=4(sy—rz), et u="TF (qy —p2);
d'ou l'on voit que ¢ et u seront toujours des nombres entiers, puisque
P, q, 7, s et y, z sont supposés entiers.

Donc, ¢ et » étant des nombres entiers, et p, ¢, », s des nombres entiers

positifs, il est clair que pour que les valeurs de y et z soient moindres que

celles de p et ¢, il fandra nécessairement que les nombres ¢ et u soient de
signes différens.

Maintenant je remarque que la valeur de r — as sera aussi de différent
signe que celle de p — ag; car faisant p —ag=P, et r —as= R, on aura

p P r R, SRRy . P r 1

= + T -+ mais I'équation ps—gr =+ 1, doone i _—’:EE;
.P R 1 . . LY . . . .

donc i + Pt donc, puisqu'on suppose que le signe ambigu soit pris

conformément & celui de la quantité p —ag od P, il faudra que la quantité

—Iqi— ? soit positive, si P est positif, et négative, si P est négatif; or comme

s est < g, et que R est plus grand que P, (hyp.), il est clair que ?R sera &

plus forte raison plus grand que 5, (abstraction faite du signe); donc la
quantité —g—- i—% sera toujours de signe différent de ?, c'est-a-dire de R,
puisque s est positif; donc P et R seront nécessairement de signes différens.

Cela posé, on aura, en substituant les valeurs ci-dessus de y et 2z,
y—az=(p—agq)t+ (r—as)u= Pt 4 Ru; or t et u étant de signes différens,
aussi bien que P et R, il est clair que Pt et Ru seront des quantités de
mémes signes; donc puisque ¢ et # sont d'ailleurs des nombres entiers, il est
visible qtie la valeur de y — az sera toujours plus grande que P, c'est-a-dire
que la valeur de p — ag, abstraction faite des signes.

Mais il reste maintenant & savoir si, les nombres p et ¢ étant donnés,
on peut toujours trouver des nombres r et s moindres que ceux-la, et tels

68*
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que ps—gqr =41, les signes ambigus étant & volonté; or cela suit évidem-
ment de la théorie des fractions continues; mais on peut aussi le démontrer
directement et indépendamment de cette théorie. Car la difficulté se réduit
a prouver qu'il existe nécessairement un nombre entier positif et moindre
que p, lequel étant pris pour 7, rendra gr 4+ 1 divisible par p; or supposons
qu'on substitue successivement & la place de » les nombres naturels 1, 2, 3, etc.
jusqua p, et qu'on divise les nombres ¢+ 1, 29 +1, 3941, etc. pg+1
par p, on aura p restes moindres que p, qui seront nécessairement tous dif-
férens les uns des autres; car si, par exemple, mg+4-1 et ng+1, (m et »
étant des nombres entiers différens qui ne surpassent pas p), étant divisés
par p, donnoient un méme reste, il est clair que leur différence, (m — »)gq,
devroit étre divisible par p; or c'est ce qui ne se peut, & cause que ¢ est
premier & p, et que m —n est un nombre moindre que p. Donc, puisque
tous les restes dont il s’agit sont des nombres entiers positifs moindres que
p et différens entr'eux, et que ces restes sont au nombre de p, il est clair
qu'il faudra nécessairement que le zéro se trouve parmi ces restes, et con-
séquemment qu’il y ait un des nombres ¢ +1, 2¢ +1, 3¢+ 1, etc. pg+1,
qui soit divisible par p; or il est clair que ce ne peut étre le dernier; ainsi
il y aura surement une valeur de » moindre que p, laquelle rendra rg +1
divisible par p; et il est clair en méme temps que le quotient sera moindre
que ¢; donc il y aura toujours une valeur entiere et positive de » moindre
que p, et une autre valeur pareille de s et moindre que ¢, lesquelles satis-
feront & 1'équation s=5’—ﬁ$—1, ou ps—qr=-+1.

24. La question est donc réduite maintenant & trouver quatre nombres
entiers et positifs, p, ¢, 7, s, dont les deux derniers soient moindres que les
premiers, c'est-d-dire r < p et s < g, et qui soient tels que ps—qr—=-41,
que de plus les quantités p —ag et r —as soient de signes différens, et qu'en
méme temps r — as soit une quantité plus grande que p — ag, abstraction
faite des signes.

Désignons, pour plus de simplicité, » par p' et s par ¢, en sorte que
l'on ait pg'—gqp'=+1; et comme ¢ > ¢, (hyp.), soit u le quotient qui
proviendroit de la division de ¢ par ¢, et soit le reste ¢", qui sera par
conséquent < ¢'; soit de méme ' le quotient de la division de ¢' par ¢7,
et ¢ le reste, qui sera < ¢"; pareillement soit u" le guotient de la division
de ¢" par ¢, et ¢ le reste < ¢™, et ainsi de suite, jusqua ce qu'on par-
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vienne & 0n reste nul; on aura de cette maniere

¢ =pg +¢"
q — HI qII + qIII
q ‘u/II qlll + q

nr v

" =n"q"+ q", ete.

ou les nombres p, u', u"

, etc. seront tous entiers et positifs, et ou les
nombres ¢, ¢, ¢, ¢, etc. seront aussi entiers positifs, et formeront une suite

décroissante jusqu'a zéro.
Supposons pareillement
p =up +p"
po=up" +p

11 I

P =pup" +p"

110 L Iv

P =pu"p" 4 p’, etc.

11

Et comme les nombres p et p' sont regardés ici comme donnés, aussi bien
que les nombres u, ', u", etc. on pourra déterminer par ces équations les
nombres p”, p', p", etc. qui seront évidemment tous entiers.

Maintenant, comme on doit avoir p¢'— ¢p'= -+ 1, on aura aussi, en
substituant les valeurs précédentes de p et ¢, et effacant ce qui se détruit,

I I

P d—q p + 1; et substituant de nouveau dans cette équation les valeurs
de p' et ¢, il viendra p"¢™— ¢"p™= 141, et ainsi de suite; de sorte qu'on
aura en général

pd —qp =+1

plqll quI ’q‘_ 1

pII qIII qII pIII _— :’— 1

pIII qIV qIII pIV —f_— 1 etc'

Done, si ¢", par exemple, étoit nul, on auroit — ¢"p™ = 1; donc
g'=1 et p"=F1; mais si ¢ étoit =0, on auroit — ¢"'p"" =+ 1; donc
¢g"=1 et p" =+ 1; donc en général, si ¢*=0, on aura ¢* '=1; et en-
suite p*= 41, si ¢ est pair, et p* =" 1, si ¢ est impair.

Or, comme on ne sait pas d'avance si c'est le signe supérieur ou l'in-
férieur qui doit avoir lieu, il fandroit supposer successivement p? =1 et =—1;
mais je remarque que l'on peut toujours ramener l'un de ces cas & l'autre;
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et pour cela il est clair qu'il suffit de prouver qu'on peut toujours faire en
sorte que le ¢ du terme ¢° qui doit étre nul, soit pair ou impair & volonté.
En effet, supposons, par exemple, que ¢ soit =0, on aura donc ¢"=1 et
¢" > 1, clest-h-dire ¢"=2 ou > 2, & cause que les nombres g, 4, 4", etc
forment naturellement une série décroissante; donc, puisque ¢” = u"¢™ + ¢v,
on aura ¢" = u", de sorte que u” sera = ou > 2; ainsi on pourra, si l'on
veut, diminuer ux” d'une unité, sans que ce nombre devienne nul, et alors ¢v,
qui étoit =0, deviendra =1, et ¢* sera = 0; car mettant " —1 & la place
de p", on aura ¢" = (u" —1)¢" + ¢"; mais ¢" =u", ¢ =1; donc ¢"=1,;
ensuite ayant ¢ = u"'¢" + ¢°, cest-d-dire 1= u™ <+ ¢', on aura nécessaire-
ment u™=1 et ¢'=0.

De-la on peut donc conclure en général que, si ¢° =0, on aura ¢*'=1
et p* =+ 1, le signe ambigu étant & volonté.

Maintenant, si on substitue les valeurs de p et ¢ données par les for-
mules précédentes dans p — ag, celles de p' et ¢' dans p' — ag’, et ainsi des
autres, on aura

p —ag =p (P —af )+p"—aq“

11T

P —ag =u (p" —ag" )+ p"—ag”
P —ad" =p" (" —ag™) +p"—ag”
Pr—ag" = ‘“(p —ag") +p" —ag’, ete.
d'ou l'on tire
ag"— p" 4 _P—ag

= p‘—aq‘ P—aq'
;“I"—— aq Iil + ;)ZI:ZZ{I‘
e ;n A L
‘um= o q ——p -+ P ——C;ZIV’ etc.

Or, comme, (hyp.), les quantités p —aq et p'— ag" sont de signes dif-

férens, et que de plus p'—aq doit étre, (abstraction faite des signes),

>p —aq, il s'ensuit que %‘—i‘—ix sera une quantité négative et plus petite

que l'unité. Donc, pour que p soit un nombre entier positif, comme il le

I1

faut, il est clair que a} —P_ doit étre une quantité positive plus grande que
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l'unité; et il est visible en méme temps que u ne peut étre que le nombre

pe g TI
entier, qui est immédiatement moindre que “£——%_ c'est-i-dire, qui est con-
p'—ag

anI _pn et anI _PII

tenu entre ces limites -3 - , ~—1; car puisque — -,———,‘>0 et <1,
n g PO P p—
aqg —p ag’ —p
on aura 2 et it 1,
M < pl__aql > pl__aql

11 11
N . . aqg — A
De méme, puisque nous venons de voir que “2-—%_ doit &tre une quan-
b2 -—aq

tité positive plus grande que l'unité, il s’ensuit que % sera une quan-
p —ag

tité négative plus petite que l'unité, (je dis plus petite que l'unité, en fai-

sant abstraction du signe). Donc, pour que u' soit un nombre entier positif,
11X TIT

il faudra que i’%% soit une quantité positive plus grande que l'unité, et
P —ag

le nombre x' ne pourra étre par conséquent que le nombre entier, qui sera
I jish

immédiatement au-dessous de la quantité 24—
p —agq
On prouvera de la méme maniere et par la considération, que u' doit
v IV
u . .y e a — , .
étre un nombre entier positif, que la quantité 24 —P _ gsera nécessairement
P —aq

positive et au-dessus de l'unité, et que " ne pourra étre que le nombre

entier, q0i sera immédiatement au-dessous de la méme quantité, et ainsi
de suite.

Il g'ensuit de-la, 1°. que les quantités p —agq, p'—aqg’, p" — aq”, etc.
seront successivement de signes différens, c'est-a-dire alternativement positives
et négatives, et qu'elles formeront une suite continuellement croissante; 2°. que
si on désigne par le signe < le nombre entier, qui est immédiatement moindre
que la valear de la quantité placée apres ce signe, on aura pour la déter-
mination des nombres u, u', u”, etc.

a‘q —p"
m < —aq"
aq™ — ptt
pw < p?xl_alq)‘r
ad™ — p¥
/A“<?qﬁ*:(-£-ﬁ, etc.

Or nous avons vu plus haut que la série ¢, ¢', ¢", etc. doit se terminer
par zéro, et qu'alors le terme précédent sera — 1, et le terme correspondant
4 zéro dans l'autre série p, p', p", etc. sera = + 1 & volonté.
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Ainsi supposons, par exemple, que I'on ait ¢" =0, on aura donc ¢"=1
et p"=1; donc p"'—ag"=p"—a, et p" —ag"=1; donc il faudra que
P —a soit une quantité négative et moindre que 1, abstraction faite du
signe; c'est-a-dire que a — p™ devra étre >0 et < 1; de sorte que p™ ne
pourra étre que le nombre entier, qui sera immédiatement au-dessous de «;

on connoitra donc les valeurs de ces quatre termes

va — 1 qIV —_— O

pIII < a qIII — 1’
a l'aide desquelles on pourra, en remontant par les formules ci-dessus, trouver
tous les termes précédens. En effet on aura d'abord la valeur de u”, ensuite
on aura pII et qII p&r les formules pII — MII pIII + pIV et qII — MII qIII + qIV;
de-la on trouvera u' et ensuite p* et ¢', et ainsi du reste.

En général soit ¢* =0, on aura ¢*' et p°=1; et on prouvera, comme

ci-dessus, que p®' ne pourra étre que le nombre entier qui est immédiate-
ment au-dessous de a; de sorte qu'on aura ces quatre termes

i<a gt =1
ensuite on aura
aq® —p¢ . 1

pet <

Pt —age? a—pot .

p@"s - ‘uQ"’p?"l —+ p%, qe—ﬂ —_ lug-s qg-1 +q
aqe~l — pe-?

P g

p@‘s = M9’3p9" _|.. p?"l’ qQ-S —_ [ug--s qg—g + qe_l,

IS

et aingl de suite.

On pourra donc remonter de cette maniere aux premiers termes p et g¢;
mais nous remarquerons que tous les termes suivans, p', ¢, p", ¢", etc. jouis-
sent des mémes propriétés que ceux-la, et résolvent également le probleme
proposé. Car il est visible par les formules précédentes que les nombres
P, p, p", etc. et g, ¢, ¢", etc. sont tous entiers positifs, et forment deux séries
continuellement décroissantes, dont la premiere se termine par l'unité, et la
seconde par zéro.

De plus, on a vu que ces nombres sont tels, que pg'—qp'=-+1,
P —¢p =71, etc. et que les quantités p —ag, p'— ag', p"— ag", ete.
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sont alternativement positives et négatives, et forment en méme temps une
suite continuellement croissante. D'ou il suit que les mémes conditions qui
ont lieu entre les quatre nombres p, ¢, r, s, ou p, ¢, p', ¢', et d’ou dépend la
solution du probleme, comme on 1'a vu plus haut, ont lien également entre
les nombres p', ¢, p", ¢, et entre ceux-ci, p", ¢, p™, ¢, et ainsi de suite.

Donc, en commencant par les derniers termes p¢ et ¢% et remontant
toujours par les formules qu'on vient de trouver, on aura successivement
toutes les valeurs de p et ¢ qui peuvent résoudre la question proposée.’)

1) Dans l'avertissement de toutes les éditions ultérieures se trouve la remarque suivante:
»Dans cette nouvelle édition, on a fait quelques changements & l'analyse du Probleme I du § II,
pour la rendre plus directe et plus facile & suivre®. Ilest possible que ces changements proviennent de
LAGRANGE lui-méme, bien qu'on ne puisse le prouver. Abstraction faite de quelques modifications
de rédaction, Vessentiel de ces changements consiste en ceci:

1l s'agit de la détermination de la série croissante de grandeurs:

p—aq, p—agd, p"—ag” ete
Dans la plus ancienne édition qui a servi de base & celle-ci et qui date de 1774, on ne suppose

connu que les quatre nombres p, g, p', ¢', satisfaisant & la condition pg'— gp'= 4 1. Puis, on

détermine les u ainsi que les ¢, ¢', ete. par Yalgorithme d’EucLipE:

q — Mq1+ qII’ ql= Mlqu + qIII, qII____ anln + qIV, etc.
ensuite les p™, p™, p', etc. par les équations:

I, Ii1

p=pp +p", p=pp"+p", p"=p"p" + 7, ete
1 faut alors démontrer, par une longue série de considérations, que les grandeurs p’— aq’ forment
une série croissante,

Dans la rédaction ultérieure, le point de départ est la série d’équations
PQI—QPI=i1, pIqII_quII=$1, pIIqIII_qIIpIII=j:1’ etc'
ou Von sait déja que les p, p', p™, ete. d'une part, les g, ¢', ¢", etc. d’autre part, sont des
suites ddcroissantes de nombres, et que les p'—ag’ vont en augmentant. De ces équations, il suit:
) g q y
¢—v")=p"(¢—d")
7" ( p— pm) = p" (ql _ qnx)
ete.
et de 1&, va que p’ et ¢’ sont premiers entreux:
p=pp +p" qg=pg +q"
pl= “Ipxl_l_ pIII q1= "I qu+ qm
ete. etc.

Leonnaror Evrerr Opera omnia Ii Algebra 69
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25. Comme les valeurs des termes p¢ p¢~7, ete. ¢¢, ¢*~, ete. sont indépen-
dantes de l'exposant ¢, nous pouvons en faire abstraction, et désigner les
termes de ces deux séries croissantes de cette maniere,

qo’ qIJ qII’ qIII’ qu’ etc'

ainst nous aurons les déterminations suivantes,

po’ 191, pII’ pIII’ va, et‘c.

p* =1

po=u

pr=p pt +1
pr=pt pt 4y
P = utpt 4"

ete.

¢ =0
¢ =1
qII =/.LI

I

qu =,U'H qn + qI
qlv — ‘ulu qul + qII

etc.

Ensuite

ag'—p'
lu'n < P —ag”
P —ag™
< ag™ —p™
ag™ — p™
v < E,W aZ;Iv ’ ete

ou le signe < dénote le nombre entier qui est immédiatement moindre que
la valeur de la quantité placée aprés ce signe.

On trouvera ainsi successivement toutes les valeurs de p et ¢ qui pour-
ront satisfaire au probleme, ces valeurs ne pouvant é&tre que les termes cor-
respondans des deux séries

po’- pl, pII’ pIII’ etc. et qo, qI, qII’ qlll’ etc.
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COROLLAIRE 1
26. Si on fait
p°—aq’
aq'—p'
- aql_pl
—pn__ aqn
pn_ aqn

biii _:})IH ’ etc.

c

= a

on aura, comme il est facile de le voir,

1
b=
a—pu
N
—
1
=t etc.

et w<a, u'<b, u<ec, u'<d, etc. donc les nombres u, u', u", etc. ne
seront autre chose que ceux que nous avons désignés par «, @, y, etc. dans
Part. 3, c'est-d-dire que ces nombres seront les termes de la fraction continue
qui représente la valeur de @, en sorte que l'on aura ici

1
ta ‘"‘I+‘Z[1ﬁ—|-, etc.

Par conséquent les nombres p', p”, p™, etc. seront les numérateurs, et
¢, 4", ¢, etc. les dénominateurs des fractions convergentes vers a, fractions
que nous avons désignées ci-devant par %, %—, gT, etc. (art. 10).

Ainsi tout se réduit & convertir la valeur de ¢ en une fraction continue,
dont tous les termes soient positifs, ce qu'on peut exécuter par les méthodes
exposées plus haut, pourvu qu'on ait soin de prendre toujours les valeurs
approchées en défaut; ensuite il n'y aura plus quas former la suite des frac-
tions principales convergentes vers a, et les termes de chacune de ces frac-
tions donneront des valeurs de p et ¢, qui résoudront le probleme proposé;
de sorte que % ne pourra étre qu'une de ces mémes fractions.

COROLLAIRE II

27. 11 résulte de-la une nouvelle propriété des fractions dont nous par-

lons; c'est que nommant % une des fractions principales convergentes vers a,
69*
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(pourvu qu'elles soient déduites d'une fraction continue, dont tous les termes
soient positifs), la quantité p — aq aura toujours une valeur plus petite, (ab-
straction faite du signe), qu'elle n'auroit, si on y mettoit & la place de p
et ¢ d’'autres nombres moindres quelconques.

PROBLEME 1I
28. Etanmt proposée la quantité

Ap"+ Bp"~tq + Op"7'¢*+, ete. + Vg,

dans laquelle A, B, C, efc. sont des nombres entiers donnés positifs ouw mégatifs,
et o p et q sont des nombres indéterminés quw'on suppose devoir étre entiers et
positifs; on demande quelles valewrs on doit donner a p el q, pour que la quantité
proposée devienne la plus petite qu’il est possible.

Soient @, @, y, etc. les racines réelles, et w4 »V—1, n 4 oV/—1, ete.
les racines imaginaires de l'équation

Ax™ 4+ Bx™~ 4 Cx™~*+4, etc. + V=0,

on aura par la théorie des équations

Ap"+ Bp" g+ Op" ¢ +, ete. + V"= A(p—eag)(p—PBg)(p—79)-..
(P— w+rV—Dg)(p—(u—rV—1)g)(p — (n+eV—D)q)(p—(n—eV—1)q)....
=A(p—aq)(p—B)P—ya)...(p—ng*+ V&) ((p — )’ + ¢'¢)...

Donc la question se réduit & faire en sorte que le produit des quantités
p—aq, p—pBq, p—yq, etc. et (p—ug)+V'¢%, (p—ngP—+ o*¢’, ete. soit le
plus petit qu'il est possible, tant que p et ¢ sont des nombres entiers positifs.

Supposons qu'on ait trouvé les valeurs de p et ¢ qui répondent au nu-
nimum; et si I'on met & la place de p et ¢ d’autres nombres moindres, il
faudra que le produit dont il s'agit, acquiere une valeur plus grande. Donc
il faudra nécessairement que quelqu'un des facteurs augmente de valeur. Or
il est visible que si «, par exemple, étoit négatif, le facteur p — ¢q diminue-
roit toujours, lorsque p et ¢ décroitroient; la méme chose ayriveroit au
facteur (p—ug)’++°¢", si u étoit négatif, et ainsi des autres; d’our il s'ensuit
que parmi les facteurs simples réels il n'y a que ceux ou les racines sont
positives, qui puissent augmenter de valeur; et parmi les facteurs doubles
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imaginaires, il n'y aura que ceux ol la partie réelle de la racine imaginaire
sera positive, qui puissent augmenter aussi; de plus il faut remarquer a
I'égard de ces derniers, que pour que (p — ug)+»’¢* augmente tandis que p
et ¢ diminuent, il faut nécessairement que la partie (p —ug)® augmente,
parce que Pautre terme »*¢* diminue nécessairement; de sorte que l'augmen-
tation de ce facteur dépendra de la quantité p — ugq, et ainsi des autres.
Donc les valeurs de p et ¢ qui répopdent au minimum, doivent étre
telles que la quantité p —aq augmente, en donnant & p et ¢ des valeurs
moindres, et prenant pour a une des racines réelles positives de 1'équation

Ax™ 4 Bam~'4- Cx—* 4, ete. 4+ V=0,

ou une des parties réelles positives des racines imaginaires de la méme
équation, s'il y en a.

Soient r et s deux nombres entiers positifs moindres que p et ¢; il
faudra donc que r—as soit >p— ag, (abstraction faite du signe de ces
deux quantités). Qu'on suppose, comme dans Tarticle 23, que ces nombres
soient tels que ps—qr =41, le signe supérieur ayant lieu, lorsque p—agq
est positive; et l'inférieur, lorsque p—aq est négative; en sorte que les deux
quantités p —aq et r — as deviennent de différens signes, et l'on aura exac-
tement le cas auquel nous avons réduit le probleme précédent, (art. 24), et
dont nous avons déja donné la solution.

Donc, (art. 26), les valeurs de p et ¢ devront nécessairement se trouver
parmi les termes des fractions principales convergentes vers a, c'est-a-dire
vers quelqu'une des quantités que nous avons dit pouvoir étre prises pour «a.
Ainsi il faudra réduire toutes ces quantités en fractions continues, (ce qu'on
pourra exécuter facilement par les méthodes enseignées ailleurs), et en dé-
duire ensuite les fractions convergentes dont il s'agit, apres quoi on fera suc-
cessivement p égal & tous les numérateurs de ces fractions, et ¢ égal aux
dénominateurs correspondans, et celle de ces suppositions qui donnera la
moindre valeur de la fonction proposée, sera nécessairement aussi celle qui
répondra au ménimum cherché.

REMARQUE 1

29. Nous avons supposé que les nombres p et ¢ devoient &tre tous
deux positifs; il est clair que si on les prenoit tous deux négatifs, il n'en
résulteroit aucun changement dans la valeur absolue de la formule propo-
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sée; elle ne feroit que changer de signe dans le cas ou l'exposant m seroit
impair; et elle demeureroit absolument la méme, dans le cas ol 1'exposant
m seroit pair; ainsi il n'importe quels signes on donne aux nombres p et ¢,
lorsqu'on les suppose tous deux de mémes signes.

Mais il n'en sera pas de méme, si on donne & p et ¢ des signes différens;
car alors les termes alternatifs de l'équation proposée changeront de signe,
ce qui en fera changer aussi aux racines ¢, 8, y, etc. u 4+ »V—1, 74 ¢V —1, etc.
de sorte que celles des quantités e, B, y, etc. u, n, etc. qui étoient négatives,
et par conséquent inutiles dans le premier cas, deviendront positives dans
celui-ci, et devront é&tre employées & la place des autres.

De-la je conclus en général que lorsqu'on recherche le minimum de la
formule proposée sans autre restriction, sinon que p et ¢ soient des nombres
entiers, il faut prendre successivement pour a toutes les racines réelles
a, 3, y, etc. et toutes les parties réelles u, n, etc. des racines imaginaires de
I'équation

Arg*+ By~ ' Cx™~ 2+, ete. + V=0,

en faisant abstraction des signes de ces quantités; mais ensuite il faudra
donner & p et ¢ les mémes signes, ou des signes différens, suivant que la
quantité qu'on aura prise pour @, aura eu originairement le signe positif ou
le signe négatif.

REMARQUE II

30. Lorsque parmi les racines réelles «, 3, 5, etc. il y en a de commen-
surables, alors il est clair que la quantité propesée deviendra nulle, en faisant
% égal & une de ces racines; de sorte que dans ce cas il n'y aura pas, &
proprement parler, de minimwm; dans tous les autres cas il sera impossible
que la quantité dont il s’agit devienne zéro, tant que p et ¢ seront des nombres
entiers; or, comme les coefficiens A, B, C, etc. sont aussi des nombres entiers,
(hyp.), cette quantité sera toujours égale & un nombre entier, et par consé-
quent elle ne pourra jamais étre moindre que l'unité.

Done, si on avoit & résoudre en nombres entiers I'équation

Ap™+ Bp™~lq + Cp™~2¢’ +, ete. + Vg™ = 41,

il faudroit chercher les valeurs de p et ¢ par la méthode du probleme pré-
cédent, excepté dans les cas ol 1'équation

Ax™ 4 Ba" =4 Cx™~* 4, ete. + V=10
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auroit des racines ou des diviseurs quelconques commensurables; car alors il
est visible que la quantité

Ap™+ Bp™~'q + Cp"Ti¢’ +, ete.

pourroit se décomposer en deux ou plusieurs quantités semblables de degrés
moindres; de sorte qu'il faudroit que chacune de ces formules partielles fat
égale & l'unité en particulier, ce qui donneroit pour le moins deux équations
qui serviroient & déterminer p et g¢.

Nous avons déja donné ailleurs, (Mémoires de 1'Académie de Berlin
pour l'année 1768")), une solution de ce dernier probleme; mais celle que nous
venons d'indiquer est beaucoup plus simple et plus directe, quoique toutes
les deux dépendent de la méme théorie des fractions continues.

PROBLEME III
31. On demande les valewrs de p et de q, qui rendront la quantité
Ap* + Bpg + C¢*

la plus petite qu’il est possible, dans Uhypothese qu'on ¥’admette pour p et q que
des mombres entiers.

Ce probleme n'est, comme l'on voit, qu'un cas particulier du précédent;
mais nous avons cru devoir le traiter en particulier, parce qu'il est suscep-
tible d'une solution tres-simple et trés-élégante, et que d'ailleurs nous aurons
dans la suite occasion d'en faire usage dans la résolution des équations du
second degré & deux inconnues, en nombres entiers.

Suivant la méthode générale il faudra donc commencer par chercher les

racines de 1'équation
Az + Bx + C=0,

lesquelles sont, comme l'on sait,

— B4 V(B —440C)
24

Or, 1° si B* —4A4C est égal & un nombre carré, les deux racines seront
commensurables, et il n'y aura point de ménémum proprement dit, parce que
la quantité Ap®-+ Bpg + Cq® pourra devenir nulle.

1) Voir la note p. 514. H W



552 ADDITIONS PARAGRAPHE II ARTICLE 31—33 [473—475

2% Si B*—44C n'est pas carré, alors les deux racines seront irration-
nelles ou imaginaires, suivant que B®*—4.A4C sera > ou <0, ce qui fait deux
cas qu’il faut considérer séparément; nous commencerons par le dernier, qui
est le plus facile & résoudre.

Premier Cas lorsque B* —4A4AC<0

32. Les deux racines étant dans ce cas imaginaires, on aura %f pour la
partie toute réelle de ces racines, laquelle devra par conséquent &tre prise
pour a. Ainsi il n'y aura qua réduire la fraction %i—g, (en faisant abstraction
du signe qu'elle peut avoir), en fraction continue par la méthode de l'art. 4,
et en déduire ensuite la série des fractions convergentes, (art. 10), laquelle sera
nécessairement terminée; cela fait, on essayera successivement pour p les
numérateurs de ces fractions, et pour ¢ les dénominateurs correspondans, en
ayant soin de donner & p et ¢ les mémes signes ou des signes différens, sui-
vant que 5, sera un nombre positif ou négatif. On trouvera de cette maniere

les valeurs de p et ¢, qui peuvent rendre la formule proposée un moindre.

EXEMPLE
Soit proposée, par exemple, la quantité
49p* — 238pq + 2904°.
On aura donc ici 4 =49, B=—238, C=290; donc B*—44C=—196, et
—h_ms_1 Opérant donc sur cette fraction de la maniere enseignée dans
Tart. 4, on trouvera les quotiens 2, 2, 3, & l'aide desquels on formera ces
fractions, (voyez l'art. 20),

2, 2, 3.
o0z 5 It
0’ 1’ 2’ 7

De sorte que les nombres & essayer seront 1, 2, 5, 17 pour p, et
0, 1, 2, 7 pour g¢; or désignant par P la quantité proposée, on trouvera

p q p
1 0 49
2 1 10
5 2 5

17 (' 49;
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d’ou V'on voit que la plus petite valeur de P est 5, laquelle résulte de ces
suppositions p =15 et g = 2; ainsi on peut conclure en général que la formule
proposée ne pourra jamais devenir plus petite que 5, tant que p et ¢ seront
des nombres entiers; de sorte que le minimum aura lieu, lorsque p=>5 et
q=2.

Second Cas lorsque B*—4.A4C>0

33. Comme dans le cas présent 1'équation Az’+ Bz -+ C= 0 a deux
racines réelles irrationnelles, il faudra les réduire 1'une et l'autre en fractions
continues. Cette opération peut se faire avec la plus grande facilité par une
méthode particuliere que nous avons exposée ailleurs, et que nous croyons
devoir rappeler ici, d’'autant qu'elle se déduit naturellement des formules de
l'article 25, et qu'elle renferme d'ailleurs tous les principes nécessaires pour
la solution complette et générale du probleme proposé.

Dénotons donc par a la racine qu'on a dessein de convertir en fraction
continue, et que nous supposerons toujours positive, et soit en méme temps b
I'autre racine, on aura, comme l'on sait, a +b=— §_, et ab= —Aq; d’ou
p VB —140)

A

a— >, ou bien en faisant, pour abréger,
B*—44C=E,
a—b =1;—E, ot le radical VE peut &tre positif ou négatif; il sera positif,

lorsque la racine @ sera la plus grande des deux, et négatif, lorsque cette
racine sera la plus petite; donc

__—B+VE
T 24

—B-VE,

’ b= 24

a
Maintenant, si on conserve les mémes dénominations de l'art. 25, il n'y
aura qu'h substituer & la place de a la valeur précédente, et la difficulté ne
consistera qu'a pouvoir déterminer facilement les valeurs entieres approchées

‘u’l’ Mn’ ‘um’ ete.
Pour faciliter ces déterminations, je multiplie le haut et le bas des fractions
p’—ag’  ag'—p p’—ag”

a qI — px ’ prx —a qn ’ a qm - pm ’ etc.

IIT

respectivement par A(bg'—p"), A(p"—bg"), A(bg"—p™), etc. et comme
on a

Leoxuarpr Eureri Opera omnia I:1 Algebra 70
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A(p'—ag’)(p'—bg") = 4
A(ag' —p)(bg — p') = 4p” — A(a +b)p'q + Aabg’= Ap” + Bp'q¢ + C¢",
A(p"—ag")(p"—bg")=Ap™'— A(a+b)p°¢"+ Aabg™ = Ap™'+ Bp"q"+ Cq™, ete.
A(p"—cm")(bql—pl) ~—pd—3B—3VE,
A(ag'—pY(p" —bq") = — Ap'p" + Aap"q + Abp'q" — Aadbg'q"
P 0q‘q“—~gB(p’q“+q‘ N+ VE(p —q"pY,
AP — ag")bg™ — p™) = — A" + Aap™q" + Abp g — Aabg"
= —Ap"p™— Cq"¢"— ;B (p“qm + 40" + 3V E(@™ ¢ — 49",

—— Ap'p

et ainsi de suite, je fais, pour abréger,
P =4
P' —4p" + BF¢ + C¢°
P — Ap™ + Bpg" + Cg™
P = Ap™* + Bp™q¢™ + Cg™, etc.

¢ =3B
¢ =4p  +3B
Q" —Ap'p" +5B(P'¢" +¢9") + Crq"
Q" = Ap™p™ + 5 B(p"q" + ¢"p™) + C¢°¢", etc.
J'aurai, & cause de
P — =1, pU¢"—¢"p"=—1, p"¢"— ¢ p" =1, etc.

les formules suivantes,

—Q +31VE
M <
: _—@ —31VE
o<
@ +3VE

Ill/ PI.I
—Q"—3VE

Tt pE etc.
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Or, si dans T'expression de @" on met pour p" et ¢" leurs valeurs
wp'+1 et u', elle deviendra u'P'+ @'; de méme si on substitue dans
Pexpression de @™ pour p™ et ¢™ leurs valeurs wu"p"+p' et u"¢"+ ¢,
elle se changera en u"P"+ @", et ainsi du reste; de sorte que l'on aura

¢ =pP" +¢
@' =pP +¢
e N
Q7 =" P+ @7, etc.
Pareillement si on substitue dans 'expression de P" les valeurs de p"
et ¢", elle deviendra u”P'4 2u'@Q'+ 4; et si on substitue les valeurs de p™

et ¢ dans lexpression de P™, elle deviendra u™ P"+ 2u" Q" P', et ainsi
de suite; de sorte que l'on aura

PP =P 4-2uQ° +C
PII — 12 1 + 2/[/[ Ql’, + Po
Pm= IIRPII +2MHQH +PI
P — msz+ 2;“’QO+ Pn’ ete.

Ainsi on pourra, & l'aide de ces formules, continuer aussi loin qu'on voudra
les suites des nombres u, u', u”, etc., @°, @, @", etc. et P°, P’, P", etc. qui dépen-
dent, comme 1'on voit, mutuellement les uns des autres, sans qu'il soit néces-
saire de calculer en méme temps les nombres p°, p', p, etc. et ¢°, ¢, ¢", ete.

On peut encore trouver les valeurs de P, P", P, etc. par des formules
plus simples que les précédentes, en remarquant que l'on a

Q' — AP = (ud + +B) —A(w*4 + uB + C) = ; B'— AC,
Q" — PP = (WP + Q) — P(u" P+ 2 @+ A)— Q" — A P,
et ainsi de suite; c'est-a-dire
QF — PP =1 E
Q" — PP =1E

Q"' — P'PM= %E, etc.
70+
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d'ou Yon tire

1 Q" —1E
P = -—*Tﬁ‘*—‘

- an _ i_E
P=—"p—

- Qun . 11-E
PV = ——pE etc.

Les nombres w, u', u", etc. étant donc trouvés ainsi, on aura, (art.26),

la fraction continue
a=p+ 5 1

ot w +ﬁﬁ+, etc.
et pour trouver le minimum de la formule Ap’- Bpq -+ Cq’, il n'y aura qu'a
calculer les nombres p°, p', p", p", ete. et ¢°, ¢, ¢, ¢, ete. (art. 25), et les essayer
ensuite & la place de p et ¢; mais on peut encore se dispenser de cette opé-
ration, en remarquant que les quantités P°, P', P", etc. ne sont autre chose
que les valeurs de la formule dont il s’agit, lorsqu'on y fait successivement
p=p%p, p", etc. et ¢=¢°, ¢', ¢", ete. Ainsi il n'y aura qu'h voir quel est le
plus petit terme de la suite P° P', P" etc. qu'on aura calculée en méme
temps que la suite u, u', u", etc. et ce sera le minimum cherché; on trouvera
ensuite les valeurs correspondantes de p et ¢ par les formules citées.

34. Maintenant je dis qu’'en continuant la série P°, P’, P, etc. on doit
nécessairement parvenir a deux termes consécutifs de signes différens, et
qu’'alors tous les termes suivans seront aussi deux & deux de différens signes.
Car on a, (art. précédent),

P'=A(p"—ag®) (p° —bq"), P'= A(p'—ag)(p'—bq"), ete.

or de ce qu'on a démontré dans le probleme I, il s'ensuit que les quantités
p°—aq’, p'— aq', p"— aq", etc. doivent étre de signes alternatifs, et aller tou-
jours en diminuant; donc, 1° si b est une quantité négative, les quantités
p°"—bg’, p'—bq', etc. seront toutes positives; par conséquent les nombres P°,
P, P, etc. seront tous de signes alternatifs; 2°. si b est une quantité positive,
comme les quantités p'— agq’, p"— aq”, etc. et & plus forte raison les quan-

X
titds £- —a, £; — a, etc. forment une suite décroissante & 1'infini, on arrivera
q hesd

q
nécessairement 3 une de ces dernieres quantités, comme Z; —a, qui sera

fisi
q
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< a—2b, (abstraction faite du signe), et alors toutes les suivantes, 7 — a,

Vv
L. _a, etc le seront aussi; de sorte que toutes les quantités a — b - i

q
a—b—}-p & — &, etc. seront nécessairement de méme signe que la quantité

111

a-—b; par conséquent les quantités 2 r « — b, = —0b, etc. et celles-ci, p™ —bq"",
P —bg", etc. & l'infini, seront toutes de méme signe; donc les nombres P
P, etc. seront tous de signes alternatifs.

Supposons donc en général que l'on soit parvenu & des termes de signes
alternatifs dans la série P', P", P™ etc. et que P* soit le premier de ces
termes, en sorte que tous les termes, P, P**', P**? ete. & l'infini, soient alter-
nativement positifs et négatifs, je dis qu'aucun de ces termes ne pourra étre
plus grand que %E‘). Car si, par exemple, P™, PV, P", etc. sont tous de signes
alternatifs, il est clair que les produits deux & deux, P™P", PV P", etc. seront
nécessairement tous négatifs; mais on a, (art. précédent),

lez__ Pme:i_E’ QV?_._PIVPV=%E’ ete.

donc les nombres positifs, — P™ P, — P P7, etc., seront tous moindres que %E,
ou au moins pas plus grands que ;14— E; de sorte que, comme les nombres
P', P", P™, etc. sont d'ailleurs tous entiers par leur nature, les nombres
P™, P7, etc. et en général les nombres P*, P**!, etc. (abstraction faite de

. L 1
leurs signes), ne pourront jamais surpasser le nombre - E.

Il g'ensuit aussi de-ld que les termes @, @7, etc. et en général ¢*+,
@' *2, etc. ne pourront jamais étre plus grands que %VE.

Dot il est facile de conclure que les deux séries P, P**', P**® etc. et
@+, @*%, etc. quoique poussées d linfini, ne pourront é&tre composées que
d'un certain nombre de termes différens, ces termes ne pouvant étre pour la
premiere que les nombres naturels jusqu'a E pris p031t1vement ou négative-
ment, et pour la seconde, les nombres naturels jusqu'a - LV E avec les fractions
intermédiaires 2 g 2 , etc. pris aussi positivement ou négativement; car il
est visible par les formules de l'article précédent que les nombres @', @,
@™, etc. seront toujours entiers, lorsque B sera pair, mais qu'ils contiendront
chacun la fraction 2 , lorsque B sera impair.

Donc, en continuant les deux séries P', P", P, etc. et @', @, @', etc.

1) Dans 'édition originale, E n’a le coefficient % ni ici pi aux passages suivants. HW
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il arrivera nécessairement que deux termes correspondans, comme P~ et ¢~
reviendront apres un certain intervalle de termes, dont le nombre pourra
toujours étre supposé pair, car, comme il faut que les mémes termes P~
et Q" reviennent en méme temps une infinité de fois, & cause que le nombre
des termes différens dans l'une et dans l'autre série est limité, et par consé-
quent aussi le nombre de leurs combinaisons différentes, il est clair que si
ces deux termes revenoient toujours aprés un intervalle d'un nombre impair
de termes, il n’y auroit qu'a considérer leurs retours alternativement, et alors
les intervalles seroient tous composés d’'un nombre pair de termes.

On aura donc, en dénotant par 2¢ le nombre des termes intermédiaires,
Pn+2g =Pﬂ, et Qn+2g =Qn’

et alors tous les termes P”, P**!, P**% ete. @7, Q* ', @7 +7, ete. ot u”, u™*, u™*? etc.
reviendront aussi au bout de chaque intervalle de 2¢ termes. Car il est facile
de voir par les formules données dans l'article précédent pour la détermination
des nombres wu', u”, u", etc. @, @Q", @, etc. et P', P", P™, etc. que dbs
qu'on aura

prtie = p7, et @ —=¢@",
on aura aussi u”*?¢= u” ensuite
Qrtietli— Qﬂ+1 et Prtieti__ pr+t.
J 3

donc aussi p*t?¢*t!—= u”*?¢ et ainsi de suite.
Donc, si IT est un nombre quelconque égal ou plus grand que =, et que
m dénote un nombre quelconque entier positif, on aura en général

PH+2mg= PH, QH+2mg= QIZ ‘uII+2mg= ‘uH;
2
de sorte qu'en connoissant les 7 4 2¢ premiers termes de chacune de ces trois

suites, on connoitra aussi tous les suivans, qui ne seront autre chose que
les 2¢ derniers termes répétés & l'infini dans le méme ordre.

De tout cela il s'ensuit que pour trouver la plus petite valeur de
P— 4p*+ Bpg + C¢’,

il suffit de pousser les séries P°, P', P", etc. et Q° @', @Q", etc. jusqu'a ce
que deux termes correspondans, comme P” et 7 reparoissent ensemble
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aprés un nombre pair de termes intermédiaires, en sorte que l'on ait
Pn+29=Pn’ et Qﬂ+29= Qn;

alors le plus petit terme de la série P°, P!, P" etc. P*%¢ gera le minimum
cherché.

COROLLAIRE 1

35. Si le plus petit terme de la série P°, P!, P, etc. P"*%¢ ne se trouve
pas avant le terme P”, alors ce terme reparoitra une infinité de fois dans
la méme suite prolongée & I'infini; ainsi il y aura alors une infinité de valeurs
de p et de ¢ qui répondront au minimwm, et qu'on pourra trouver toutes par
les formules de I'art. 25, en continuant la série des nombres wu', u", u™, etc.
aun-dela du terme w”**¢ par la répétition des mémes termes w”*!, u”t? ete.
comme on l'a dit plus haut.

On peut aussi dans ce cas avoir des formules générales qui représentent
toutes les valeurs de p et de ¢ dont il s'agit; mais le détail de la méthode
qu’il faut employer pour y parvenir, nous meneroit trop loin; quant & présent,
nous nous contenterons de renvoyer pour cet objet aux Mémoires de
Berlin déja cités, année 1768, p. 123 et suivantes') o l'on trouvera une
théorie générale et nouvelle des fractions continues périodiques.

COROLLAIRE 11

36. Nous avons démontré dans l'art. 34, qu'en continuant la série
P, P, P™, etc. on doit trouver des termes consécutifs de signes différens.
Supposons done, par exemple, que P™ et, P™ soient les deux premiers termes de
cette qualité, on aura nécessairement les deux quantités p™ —bg™ et p™ — bg""
de mémes signes, & cause que les quantités p™ —ag™et p" — ag” sont de
leur nature de différens signes. Or en mettant dans les quantités
p —bg", p"—0bq™, etc. les valeurs de p°, p'’, etc. ¢', ¢", etc. (art. 25),
on aura

pv _bqv =MIV(pIV_quV) +pIII—qu

pVI___bqv1=‘uv (pv _bQV)_I_pW___quv, ete.

D'oni, & cause que u", u', etc. sont des nombres positifs, il est clair que

1) Voir la note p. 514. H W.
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toutes les quantités p' —bq", p™" — bq"’, ete. & D'infini, seront de mémes signes
que les quantités p™ —bg™ et p"" —bq"; par conséquent tous les termes
P, PY, P7, etc. & l'infini, auront alternativement les signes plus et moins.

Maintenant on aura par les équations précédentes

111 It

v __ p'—=by" _ b —bg
pIV__ bqlv pIV _quV

v _——pVI____ bqvx plv_bqlv

P by p —bg"

u

v P—b qvn " —b q

= P —bg"" —pﬂ—b—ﬁ’ ete.
", pIII_qulI pIV__quV o
ou les quantités “/m——+, ~v— v, etc. seront toutes positives.
p —bg p —bg

Done, puisque les nombres u', u', u", etc. doivent étre tous entiers
\4 v
" W p —b R - N
positifs, (hyp.), la quantité i%i—b—:ﬁ devra étre positive et > 1, de méme que
VI Vi VII VIL Iv v v v
sa P —bg p T —bg . e p—byg p —bg

les quantités b P b etc.; donc les quantités b P b
seront positives et moindres que l'unité; de sorte que les nombres u', u"’, etc.

ete.

ne pourront étre que les nombres entiers, qui sont immédiatement moindres

pVI_ quI pVII_quII oo .

que les valeurs de  , etc.; quant au nombre u, il sera aussi
»

_b qv ’ pvx_ bq
égal au nombre entier, qui est immédiatement moindre que la valeur de
v v 111 111
—b . — ..
£ "% toutes les fois qu'on aura p—ﬁo—b%—v < 1. Ainsi on aura
P —bg p —bg

p¥ —bg" . P — bg™
‘ulv <quﬁ’ 1 ])IT——TQW < 1,
Pt —bg"
ST
VII__ oV
p < z%f*_—@qv—n etc.

le signe < placé aprés les nombres u”, u', u", etc. dénotant, comme plus
haut, les nombres entiers qui sont immédiatement au-dessous des quantités
qui suivent ce méme signe.
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Or il est facile de transformer, par des réductions semblables & celles

e p —bg" P —bg™ .
de T'art. 33, les quantités 2, qu o ete. en celles-ci,
p" —bg" p'—bg

QC+iVE  Q—4VE
PIV’ ’ PV

d pm _ qu
2]

de plus la condition o <1 peut se réduire & celle-ci

— pm aqm_pm.

P <p1v_aq1v—7
piid 111
laquelle, & cause de ;qu —®_ > 1, aura strement lieu lorsqu'on aura
jess
—Pf; = ou < 1; donc on aura
V4L 1VE . — pum
MIV< Q PzV , 8l PV = ou <1,
vI_1VE
l"’v < Q le/_y
" +31VE

u < At etc.

En combinant ces formules avec celles de l'art. 33, qui renferment la loi
des séries P', P, P™, etc. et @, @", @™, etc. on verra aisément que si on
suppose donnés deux termes correspondans de ces deux séries, dont le numéro
soit plus grand que 3, on pourra remonter aux termes précédens jusqu’a

oI

P" et @7, et méme jusqu'aux termes P™ et @, si la condition de Pf:, =ou<l1

a lieu; en sorte que tous ces termes seront absolument déterminés par ceux
qu'on a supposé donnés.

En effet connoissant, par exemple, P" et @', on connoitra d'abord P’
par 1'équation
va___ P PV — —‘}E;

ensuite ayant Q" et P', on trouvera la valeur de u', & l'aide de laquelle
on trouvera ensuite la valeur de @ par l'équation ’

QVI= VPV+ QV;

Lzoxuarpr Eurert Opera omnia I1 Algebra 71
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or I'équation
v 2 IV PV 1
Q"— PP —1E
i . _ PIII .
donnera P'; et si on sait d'avance que 5 doit étre — ou < 1, on trou-

¥, apres quoi on aura @7 par 1'équation

QV= MIVPIV—‘]— QIV’

vera u'

et ensuite P™ par celle-ci,
1v2 m pHIv 1
Q"' — P"P" = E.

De-la il est facile de tirer cette conclusion générale, que si P* et P**!
sont les premiers termes de la série P, P", P™, etc. qui se trouvent consé-
cutivement de différens signes, le terme P**' et les suivans reviendront tou-

jours apres un certain nombre de termes intermédiaires, et qu'il en sera de

2
méme du terme P*, si 'on a ':1% =ou < 1.

Car imaginons, comme dans l'art. 34, que l'on ait trouvé P"*?¢= P~ et
Q"= @, et supposons que n soit > A, c'est-d-dire m =21 -+ »; donc on
pourra d'un coté remonter du terme P~ au terme P**'ou P et de l'autre,
du terme P**%¢ au terme P**?¢*! ou P**%¢; et comme les termes d'ou l'on

?
part, de part et d’'autre sont égaux, tous les dérivés seront aussi respec-
tivement égaux; de sorte qu'on aura P**¥¢*!'= P**1 ou méme P***¢= P’ gi

ﬁf j =ou<1.

Par-la on pourra donc juger d'avance du commencement des périodes
dans la série FP°, P', P", P™ etc. et par conséquent aussi dans les deux autres
séries, @°, ¢, ¢", @, etc. et u, u', u”, u', etc.; mais quant & la longueur des
périodes, cela dépend de la nature du nombre E, et méme uniquement de la
valeur de ce nombre, comme je pourrois le démontrer, si je ne craignois que

ce détail ne me menat trop loin.

COROLLAIRE III

37. Ce qu'on vient de démontrer dans le corollaire précédent peut servir
encore & prouver ce beau théoreme: "

Que toute équation de la forme p°* — Kq* =1, o K est un nombre entier
positif non carré, et p et q deux indéterminées, est toujours résoluble en nombres entiers.
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Car, en comparant la formule p* — K¢* avec la formule générale
Ap*+ Bpg+ C¢*, on a A=1, B=0, C= — K; donc, (art. 33),

E~B'—4A4C=4K, et VE=VK.

Donc P°=1, @°=0; donc u < VK, @ =—u, et P'=u®— K; d'ou T'on voib
1°. que P est négatif, et par conséquent de signe différent de P° 2°. que — P*
est = ou > 1, parce que K et u sont des nombres entiers; de sorte qu'on

aura P;I =ou < 1; donc on aura, (art. précédent), 2 =0 et P**= P'—1; de

sorte qu'en continuant la série P° P', PY, etc. le terme P°=1 reviendra
nécessairement aprés un certain intervalle de termes; par conséquent on
pourra toujours trouver une infinité de valeurs de p et de ¢ qui rendent la
formule p*’— Kgq* égale & l'unité.

COROLLAIRE IV

38. On peut aussi démontrer cet autre théoreme:

Que si UVéquation p* — Kq¢* = -+ H est résoluble en nombres entiers, en
supposant K wun nombre positif non-carré, et H wun nombre positif et moindre que
VK, les nombres p et q doivent étre tels que %!'i sott une des fractions princi-
pales convergentes vers la valeur de VK.

Supposons que le signe supérieur doive avoir lieu, en sorte que

' — K¢ = H;
donc on aura

H P H
p—qVEK=—"" ot L VK==
TP S (& +VE)

qu'on cherche deux nombres entiers positifs, » et s, moindres que p et ¢, et
tels que ps—gqr=1, ce qui est toujours possible, comme on l'a démontré

dans D'art. 23, et I'on aura % — <= ;;; donc retranchant cette équation de
la précédente, il viendra
r o V_K i __—H__ — .},;

T1*
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de sorte qu'on aura

— VK=——E—-—
SETERR7Y
sH °

r——sVK=—;—(w7—l)-

Or, comme £>VEK et H<VEK, il est clair que

5 B _ sera <1
TiyR

*H _ sera & plus forte raison < %,

¢ (2 +VE)
puisque s<g; de sorte que r —sV K sera une quantité négative, laquelle,

sH 1
>

donc p — gqVK sera <§!q—; donc

. " 1
prise positivement, sera > 27’ a cause de 1 — ?@:{/})—

Ainsi on aura les deux quantités p —gVK et r—sVK, ou bien, en
faisant a =V K, p—agq et r —as, lesquelles seront assujetties aux mémes
conditions que nous avons supposées dans l'art. 24, et d'ou l'on tirera des
conclusions semblables; donc, etc. (art. 26).

Si 'on avoit

pg— Kq2 =—H,

alors il faudroit chercher les nombres r et s, tels que ps—gr=—1, et
I'on auroit ces deux équations
H
«(VE+2)
1 sH
SVEK—r—=—(—""—_——1}).
¢ < o(VE+E) )

Comme H < VK et s<gq, il est clair que sera < 1; de sorte

sH
L7
que la quantité sVK —r» sera négative; or je dis que cette quantité,
prise positivement, sera plus grande que ¢V K —p; pour cela il faut démon-

trer que
§
1/ sH ) H ’ bi 1 H(H'?)
q< q(VK-I—%) >q(VK+lq'i) ou bien que 1> VK+%

savoir VE+ £ > H 4 if—; mais H< VK, (hyp.); donc il suffit de prouver
sVK

que % > =, ou bien que p > sVK; cest ce qui est évident, b cause que

’
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la quantité sV K —r étant négative, il faut que » >sVK, et & plus forte
raison p > sV K, puisque p > r.

Ainsi les deux quantités, p —qVK et r —sVK, seront de différens
signes, et la seconde sera plus grande que la premiere, (abstraction faite des
signes), comme dans le cas précédent; donc, ete.

Done, lorsqu'on aura & résoudre en nombres entiers une équation de la

forme P— K¢ — + T,

ou H< VK, il n'y aura qu'a suivre les mémes procédés de l'art. 33, en
faisant 4 =1, B=0 et (= — K; et si dans la série P°, P', P", P", etc.
P**% on rencontre un terme = -- H, on aura la résolution cherchée; sinon
on sera assuré que l'équation proposée n'admet absolument aucune solution
en nombres entiers.

REMARQUE

39. Nous n'avons considéré dans l'art. 33 qu'une des racines de 1'équa-
tion 42* 4 Bx 4+ C=0, que nous avons supposée positive; si cette équation
a ses deux racines positives, il faudra les prendre successivement pour a, et
faire la méme opération sur l'une que sur l'autre; mais si l'une des deux
racines ou toutes deux étoient négatives, alors on les changeroit d'abord en
positives, en changeant seulement le signe de B, et on opéreroit comme
ci-dessus; mais ensuite il faudroit prendre les valeurs de p et de ¢ avec des
signes différens, c'est-b-dire I'une positivement et I'autre négativement, (art. 29).

Donc en général on donnera & la valeur de B le signe ambigu 4, de
méme qu'a VE, cest-a-dire qu'on fera @°= TF %B, et qu'on mettra + & la
place de VE, et il faudra prendre ces signes, en sorte que la racine
$—}Bi—;—VE

y
soit positive, ce qui pourra toujours se faire de deux manieres différentes;
le signe supérieur de B indiquera une racine positive, auquel cas il faudra
prendre p et ¢ tous deux de mémes signes; au contraire le signe inférieur de
B indiquera une racine négative, auquel cas les valeurs de p et ¢ devront
étre prises de signes différens.

a =

EXEMPLE
40. On demande quels nombres entiers il faudroit prendre pour p et q, afin
que la qmmtzte’ 9]’2 s 118pq + 378 q2

devint la plus petite qu’il est possible.
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Comparant cette quantité avec la formule générale du probleme III,
on aura 4A=9, B=—118, C =378, donc B*—44C=316; d'ou l'on voit
que ce cas se rapporte a celui de l'art. 33. On fera donc E =316 et %VE =719,
ot 'on remarquera d’abord que V79 >8 et < 9; de sorte que dans les
formules dont il ne s'agira que d’avoir la valeur entiere approchée, on pourra
prendre sur le champ 3 la place du radical V79 le nombre 8 ou 9, suivant
que ce radical se trouvera ajouté ou retranché des autres nombres de la
méme formule.

Maintenant on donnera tant & B qu'a VE le signe ambigu 41, et on
prendra ensuite ces signes tels que

g T99F V79
9
soit une quantité positive, (art. 39); d'out I'on voit qu'il faut toujours prendre
le signe supérieur pour le nombre 59, et que pour le radical ¥79 on peut
prendre également le supérieur et Vinférieur. Ainsi on fera toujours
Q= —~;~B, et V' E pourra étre pris successivement en plus et en moins.

Soit domc 1°% ;VE —=V79 avec le signe positif, on fera, (art. 33),
le calcul suivant:

¢ = —59, P° =9, w <é?j;,1/13=,7,
O — 9-7—59—4, =BT g Ty
=—— T4 4——3, P 2T _q0, g PHVT g
"= 10.1— 3=1, pr_t-t_ g m =T
G =— 8.5+ T=—8, P =%"T_5 u < BV g
O — 5.3— 81, AR BN SR R )
O =— 624 T=—5, PT=P=T_g wt < BV gy
QU= 91— 5=¢, P g W TP g,
etc. etc. ete.

Je m'arréte ici, parce que je vois que @"'= @', et P™"= P’, et que la
différence entre les deux numéros 1 et 7 est paire; d'ou il s'ensuit que tous
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les termes suivans seront aussi les mémes que les précédens; ainsi on aura
q p
Q"=4, QM=—38, =1, etc. P""=—1T7, P"™=10, etc. de sorte qu'on
pourra, si l'on veut, continuer les séries ci-dessus & linfini, en ne faisant
que répéter les mémes termes.
2. Prenons maintenant le radical 79 avec un signe négatif, et le calcul
sera comme il suit:

@ ——59, P =9, po <RV g,
¢ — 95—59——14, P =U=T_q3 wo AV
¢ — Bl—l—— 1, P17 o 1TV
¢ =— 61— 1=— 71, P"=%="_g5 p < 1RV 3
¢ — 53— 1= 8, PY=U=T__ 3 v TEVB_g
¢ =— 354 8—— 17, P =%=T_qg, wo< Ay
" — 10-1— 17— 8, PT=0TT__ g VR
0F—— T 14 8=— 4, PT=1=T_g < ARV g
¢U— 91— 4— 5, Ppm_BZB__ g m =iV
" —— 624 5—— 1, P*_%="_; pr < 1 g,
ete. etc. ete.

On peut s’arréter ici, puisque l'on a trouvé @™ = @™ et P™= P, et
que la différence des numéros 9 et 3 est paire; car en continuant les séries
on ne retrouveroit plus que les mémes termes qu'on a déja trouvés.

Or, si on considere les valeurs des termes P° P', P", P™, etc. trouvées
dans les deux cas, on verra que le plus petit de ces termes est égal & — 3;
dans le premier cas, c'est le terme P™ auquel répondent les valeurs p™ et ¢™;
et dans le second cas, cest le terme P" auquel répondent les valeurs
pIV et qxv.

Do il s'ensuit que la plus petite valeur que puisse recevoir la quantité
proposée est —3; et pour avoir les valeurs de p et ¢ qui y répondent, on
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prendra dans le premier cas les nombres u, u', u", savoir 7, 1 et 1, et I'on
en formera les fractions principales convergentes %, —f—, }2—5; la troisieme frac-
tion sera donc l—q"%, en sorte que l'on aura p™ =15 et ¢ =2; c'est-a-dire que
les valeurs cherchées seront p=15 et ¢=2. Dans le second cas on prendra
les nombres u, p', u, p™, savoir 5, 1, 1, 3, lesquels donneront ces fractions
%, —i’—, 1—21, 2—?; de sorte qu'on aura p" =39 et ¢"=17; donc p=239 et ¢g="1.

Les valeurs qu'on vient de trouver pour p et ¢ dans le cas du minimum,
sont aussi les plus petites qu’il est possible; mais on pourra, si l'on veut,
en trouver successivement d’autres plus grandes; car il est clair que le méme
terme — 3 reviendra toujours au bout de chaque intervalle de six termes; de
sorte que dans le premier cas on aura P"=—3, P"= —3, P"=—3, etc.
et dans le second, P"= —3, P = —3, P*"=—3, etc. Donc dans le pre-
mier cas on aura pour les valeurs satisfaisantes de p et ¢ celles-ci, p™, ¢,
P, 45, v, ¢, ete. et dans le second cas celles-ci, p", ¢, »*, ¢ p*, ¢, etc.
Or les valeurs de u, u', u", etc. sont dans le premier cas 7, 1, 1, 5, 3, 2, 1,
1, 1,5 8,2, 1, 1, 1, 5, 8, etc. & l'infini, parce que p'" = u' et p"™ = u", etc.
ainsi il n'y aura qu'a former par la méthode de l'art. 20 les fractions

7, 1, 1, 5, 8, 2, 1, 1, 1, 5,
1_ _§_ E _8;? 264 611 875 1486 2361 13291 otc
1’ 1’ 2’ 11° 35’ 81’ 116 ° 197 7 313 °’ 1762 ’ :

et on pourra prendre pour p les numérateurs de la troisieme, de la neu-
vieme, etc. et pour ¢ les dénominateurs correspondans; on aura donc p =15,
¢ =2, ou p=2361, ¢ =313, ou, etc.
Dans le second cas les valeurs de u, u', u", etc. seront 5, 1, 1, 3, 5,
1, 1,1, 2 8,5 1, 1, 1, 2, etc. parce que pu™ = u™, u* = u", etc. On formera
donc ces fractions-ci,
5, 1, 1, 3, b, 1, 1, 1, 2, 3, 5,

11 39 206 245 451 696 1843 6225 32968

5 6
1’ 1’ 27 7’ 837’ 44’ 81’ 125’ 331 1118’ 5921 ’

ete.

et les fractions quatrieme, dixieme, etc. donneront les valeurs de p et ¢, les-
quelles seront donc p =39, ¢=17, ou p = 6225, ¢ = 1118, ou, etc.

De cette maniere on pourra donc trouver par ordre toutes les valeurs
de p et g, qui rendront la formule proposée — — 3, valeur qui est la plus
petite qu'elle puisse recevoir. On pourroit méme avoir une formule générale
qui renfermat toutes ces valeurs de p et de ¢; on la trouvera, si I'on en est
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curieux, par la méthode que nous avons exposée ailleurs, et dont nous avons
parlé plus haut, (art. 35).

Nous venons de trouver que le minimum de la quantité proposée est —3,
et par conséquent négatif; or on pourroit proposer de trouver la plus petite
valeur positive que la méme quantité puisse recevoir, alors il n'y auroit qu'a
examiner les séries P°, P', P", P™, etc. dans les deux cas, et on verroit que
le plus petit terme positif est 5 dans les deux cas; et comme dans le pre-
mier cas c'est P, et dans le second P™ qui est =5, les valeurs de p et de
¢, qui donneront la plus petite valeur positive de la quantité proposée, seront
7, ¢, ou p*, ¢, ou, etc. dans le premier cas, et p™, ¢, ou p~, ¢7, ou, etc.
dans le second; de sorte que Ion aura par les fractions ci-dessus p = 83,
g=11, ou p=13291, ¢ =1762, etc. ou p=11, ¢=2, p=1843, ¢ =331, etc.

Au reste, on ne doit pas oublier de remarquer que les nombres u, u',
u", etc. trouvés dans les deux cas ci-dessus, ne sont autre chose que les
termes des fractions continues, qui représentent les deux racines de 1'équation

92" — 118z + 378 = 0.

De sorte que ces racines seront

7+%+i 1

expressions qu'on pourra continuer & linfini par la simple répétition des
mémes nombres.

Ainsi on voit par-l4 comment on doit s’y prendre pour réduire en frac-
tions continues les racines de toute équation du second degré.

SCOLIE

41. M. EuvrLer a donné dans le tome XI des Nouveaux Commentaires
de Pétersbourg') une méthode analogue a la précédente, quoique déduite de

1) Mémoire 323 (suivant I'Index d’Enestrom): De usw novi algorithmi in problemate
Prrriano solvendo. Novi comment. acad. sc. Petrop. 11 (1765), 1767 p. 28—66; LEoNHARDI
FEurerr Opera ommia, series I, vol. 2. H W

Lrowmarpr Eurert Opera omnia I1 Algebra 72
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principes un peu différens, pour réduire en fraction continue la racine d'un
nombre quelconque entier non-carré, et il y a joint une table ou les frac-
tions continues sont calculées pour tous les nombres naturels non-carrés
jusqu'a 120. Comme cette table peut étre utile en différentes occasions, et
sur-tout pour la solution des problemes indéterminés du second degré, comme
on le verra plus bas, (§ VII), nous croyons faire plaisir & nos Lecteurs de la
leur présenter ici; on remarquera qu'a chaque nombre radical il répond deux
suites de nombres entiers; la supérieure est celle des nombres P°, — P, P¥,
— P™, ete. et l'inférieure est celle des nombres u, u', u", u™, etc.

V2 1111 ete. V17 11111 ete.
122 2 ete. 4 8 8 8 8 ete.
V3 1212121 efe. V18 121212121 ete.
112121 2 ete. 44848484 8 ete.
V5 1111 ete V19 1352531352531 ete.
2 4 4 4 ete. 4213128213812 8 etc.
9
VG 1212121 ete. V2O 141414141 ete.
2242424 ete. 428282828 ete.
V7 132313231 ete. V211543451543451etc.
211141114 ete 411211811211 8 ete.
VS 1414141 ete V221632361632361etc.
2141414 ete. 412421812421 8 ete.
V].O 1111 ete. V23 172717271 ete.
3 6 6 6 ete. 413181818 ete.
Vll 1212121 ete. V241818181etc.
38363636 ete. 4181818 ete.
V1213131319tc. V261111etc.
32626 26 ete. 5 10 10 10 ete.
V1314334143341etc. V2712 12 12 1 ete.
31111611116 ete. 5510 5 10 5 10 ete.

V14 152515251 ete. V28 1343 1343 1ete
312161216 ete. 532310323 10 ete.
V15 1616161 ete. V2914554 14554 1 ete.
316161 6 ete. 5211210211 210 ete.
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V30 15 15 15 15 1 ete. V48 112 112 1 12 ete.
5210 210 2 10 2 10 ete. 6 112 112 1 ete

V31 16532356 165 ete. V501111etc.
51185311101 1 ete. 7 14 14 14 ete.

ng 1747 1747 1 ete. V51 12 12 12 ete.
511110111 10 ete. 7714 7 14 7 ete.

V33 1838 18388 1 ete V52 139493 139493 13 ete.
512110121 10 ete. 7412141441214 14 4 ete.

V34 1929 1929 1 ete. V53 14774 14774 147 ete.
514110141 10 ete. 7811814311314 31 ete.

V35 110 110 110 1 10 ete. V54 159295 159295 15 ete.
5 110 110 110 1 ete. 7216121421612 14 2 ete.

V37111113tc. V55 1656 1656 16 ete.
6 12 12 12 12 ete. 72221422 2 14 2 ete.

V38 12 12 12 1 ete. V56 17 17 17 1 ete.
6612612 6 12 ete. 7214 2 14 2 14 ete.

V39 18 13 13 1 ete. V57 187378 187 ete.
6412412 4 12 ete. 7114111411 ete.

V4014 14 14 1 ete V53 1967769 196 ete.
6312312 3 12 ete. 71111111411 ete.

V41 155 155 1 ete. V59 11052510 110 5 ete.
622122 2 12 ete. 7 1272 114 1 2 ete.

V42 16 16 16 1 ete VGO 111411 111 4 ete.
62122 12 2 12 ete. 7 12 114 1 2 ete.

V43}1763929367 17 6 ete. V61 1123495594312 112 3 ete.
6113151311121 1 ete. 7 143122134 114 1 4 ete.

V4418574758 18 5 ete. Vea|113213 1132 ete.
61112111121 1 ete. 7 16 114 1 6 ete.

V45 194549 194549 194etc.V63 114 114 1 14 ete.
6122211212221 121 2 ete. 7 114 114 1 ete.

V46 11037652567310 1103 ete. V65 1 1 1 1 ete
6 1311262113 112 13 ete. 8 16 16 16 ete.

V47 111211 1112 11 1 ete. V66 12 12 1 ete.
6 15 112 15 112 ete. 8 8 16 8 16 ete.

72*
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1867929763 136 ete. 138 13 13 ete.
67 84
V 8521171125165 2 ete. V 96 18 6 18 6 ete.
14 14 14 ete. 14994 149 ete.
68 85
V 8 4 16 4 16 4 ete. V 9411418 41 ete.
V69 1541131145 15 4 ete. V86 15107112117 105 1510 ete.
833 14 133 16 3 3 ete. 93 11 18 11 13183 1 ete.
V70 169596 169 ete. V8716 16 16 ete.
82121216 21 ete. 9 318 3 18 3 ete.
V71‘1751121157 1 7 5 ete. V88179897 179 ete.
822 17 122162 2 ete. 92111218 21 efe.
V72 18 18 18 ete. V8918558 1 8 5 ete.
8 216 2 16 2 ete. 92332182 3 ete.
1983389 19 8ete. 19 19 1 ete.
90
V7381155111611etc. V 9 218 2 18 ete.
V74 1107710 1 10 7 ete. V91 11093143910 1109 ete.
8 111 116 11 ete. 9 115 151 118 11 ete.
V75 111611 111 6 ete. V92 1118747811 111 8 ete.
8§ 11 116 11 efe. 9 112421 118 11 ete.
V76 11258934398512 1125etc.V93 1127114834117 12 1127 ete.
8 1211545112 116 1 2ete. 9 11 1464 11 118 11 ete.
V77|11347413 113 4 ete. V941136591031521531095613 1 ete.
8 1323 116 1 8 ete. 9 1231 15 18 15 1132 118ete.
V78 114 314 1 14 3 ete. V95 114 514 1 14 ete.
8 14 116 14 ete. 9 12 118 1 ete.
V79 115215 1 15 2 ete. V96 115415 1 15 etc.
8 17 116 1 7 ete. 9 138 118 1 ete.
VSO 116 116 1 16 ete. V97 1163118998113 16 116 ete.
8 116 116 1 ete. 9 15 11111 15 118 1 ete.
V82 1 1 1 1 ete. V98 117217 117 ete.
9 18 18 18 etc. 9 18 118 1 ete.
V83 12 12 12 ete V99 118 118 1 ete.
9

9918 9 18 9 ete.

118 1 18 ete.
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Ainsi on aura, par exemple,
Ve—141 1
2+ 2 4, ete.
1
2 4, ete.
et ainsi des autres.
. . p() pl pII pIII
Et si on forme les fractions convergentes VO i etc. d'apres

chacune de ces fractions continues, on aura
(p0)2___2(q0)2=1’ plﬁ__2qu=__1,

et de méme,

@0)2__3(q0)2=1’ p12_3g12=___1,

P —2¢"" =1, etc.

P —3¢" =1, ete. ete.



PARAGRAPHE II

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS DU PREMIER DEGRE
A DEUX INCONNUES EN NOMBRES ENTIERS

ADDITION POUR LE CHAPITRE 1Y)

42. Lorsqu'on a & résoudre une équation de cette forme
axr — by =c,

ou a, b, ¢ sont des nombres entiers donnés positifs ou négatifs, et ou les
deux inconnues x et y doivent étre aussi des nombres entiers, il suffit de
connoitre une seule solution, pour pouvoir en déduire facilement toutes les
autres solutions possibles.

En effet, supposons que I'on sache que ces valeurs, z = « et y = 3, satis-
font & 1'équation proposée, ¢ et 3 étant des nombres entiers quelconques, on
aura donc ae — bB —=c¢, et par conséquent ax — by =—=aac—>bB, ou bien
a(x —a)— by — B)=10; dout I'on tire

s=a_ b
y—B8 a

Qu'on réduise la fraction % 4 ses moindres termes, et supposant qu’elle

1

. b hY 3 .
se change par-la en celle-ci, —, ol &' et &' seront premiers entr'eux, il est
a

. . . — o' . . .
visible que 1'équation ;—; = —; ne sauroit subsister, dans la supposition que
- a
£ —ea et y— B soient des nombres entiers, & moins que l'on ait x — a = mb',
et y — @ =ma', m étant un nombre quelconque entier; de sorte que l'on aura

en général
z=oa-+ mb, et y=pg -+ ma,

m étant un nombre entier indéterminé.

1) Voir p. 326. H W
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Comme on peut prendre m positif ou négatif & volonté, il est facile de

voir qu'on pourra toujours déterminer ce nombre m, en sorte que la valeur
. v .

de z ne soﬂ:xpas plus grande que -, ou que celle de y ne soit pas plus

%, (abstraction faite des signes de ces quantités); d’olr il s'ensuit

que si l'équation proposée, ax — by =c, est résoluble en nombres entiers,

grande que

et qu'on y substitue successivement & la place de x tous les nombres entiers
b’ — b
5 6t —,

trouvera nécessairement un qui satisfera & cette équation; et on trouvera de

tant positifs que négatifs, renfermés entre ces deux limites on en

méme une valeur satisfaisante de y parmi les nombres entiers positifs ou

I I
négatifs, contenus entre les limites 3 et =%

Ainsi on pourra par ce moyen trouver une premiere solution de la pro-
posée, aprés quoi on aura toutes les autres par les formules ci-dessus.

43. Mais si on ne veut pas employer la méthode de tatonnement que
nous venons de proposer, et qui seroit souvent tres-laborieuse, on pourra
faire usage de celle qui est exposée dans le chapitre 1 du traité précédent,
et qui est trés-simple et treés-directe, ou bien on pourra s’y prendre de la
maniere suivante.

On remarquera 1°. que si les nombres @ et b ne sont pas premiers entr’eux,
I'dquation ne pourra subsister en nombres entiers, & moins que le nombre
donné ¢ ne soit divisible par la plus grande commune mesure de a et b. De
sorte qu'en supposant la division faite lorsqu'elle a lien, et désignant les

quotiens par a', b, ¢', on aura & résoudre 'équation
ax—by=c,

ol a' et b' seront premiers entr'eux.

2% Que si l'on peut trouver des valeurs de p et de ¢ qui satisfassent &
I'équation
ap—bg=+41,

on pourra résoudre l'équation précédente; car il est visible qu'en multipliant
ces valeurs par ¢, on aura des valeurs qui satisferont & 'équation @’z — by =c’;
c'est-a-dire qu'on aura

x=~+pc, et y=4qc.
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Or l'équation a'p —b'q = + 1 est toujours résoluble en nombres entiers,
comme nous l'avons démontré dans l'art. 23; et pour trouver les plus petites
valeurs de p et de ¢ qui y peuvent satisfaire, il n'y aura qu'a convertir la
fraction —:; en fraction continue par la méthode de 1'art. 4, et en déduire en-
suite la série des fractions principales convergentes vers la meéme fraction

%I— par les formules de l'art. 10; la derniere de ces fractions sera la fraction

. b . [ . .
méme —, et si on désigne 'avant-derniere par %, on aura par la loi de ces
a

fractions, (art. 12), a'p —b'g =41, le signe supérieur étant pour le cas ou
le quantieme de la fraction % est pair, et l'inférieur pour celui ot ce quan-

tieme est impair.

Ces valeurs de p et de ¢ étant ainsi connues, on aura donc d'abord
2=+ pc" et y = qc, et prenant ensuite ces valeurs pour « et (3, on aura
en général, (art. 42),

%=+ pc + mb', y=-+ qc" + mda',

expressions qui renfermeront nécessairement toutes les solutions possibles en
nombres entiers de 1'équation proposée.

Au reste, pour ne laisser aucun embarras dans la pratique de cette
méthode, nous remarquerons que quoique les nombres a et b puissent étre
positifs ou négatifs, on peut néanmoins les prendre toujours positivement,
pourvu qu'on donne des signes contraires & z, si @ est négatif, et & y, si b
est négatif.

EXEMPLE

44. Pour donner un exemple de la méthode précédente, nous prendrons
celui de V'art.14 du chapitre 1 du traité précédent [p.332] ou il s’agit de résoudre
I'équation 39p = 56¢ + 11; changeant p en x et ¢ en y, on aura donc

39x — 56y = 11.

Ainsi on fera a =39, b=>56 et ¢ =11; et comme 56 et 39 sont déja premiers

entr'enx, on aura a'=39, b'=056, ¢=11. On réduira donc en fraction

56
f— 3—9~ ,
dans Tart. 20), le calcul suivant,

1
continue la fraction 1’; et pour cela on fera, (comme on I'a déja pratiqué
a
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391561
39

171392

Ensuite, & l'aide des quotiens 1, 2, 3, etc. on formera les fractions

2, 8 2, 2

310 2. 56
’ 2’ 7’ 16’ 39’

Y

et la pénultieme fraction -?—2 sera celle que nous avons désignée en général
par %; de sorte qu'on aura p =23, ¢ =16; et comme cette fraction est la
quatrieme, et par conséquent d'un quantieme pair, il faudra prendre le signe

supérieur; ainsi l'on aura en général
x=23.-11+56m, et y=16-11 4 39m,

m pouvant étre un nombre quelconque entier positif ou négatif.

REMARQUE

45. On doit la premiere solution de ce probleme & M. BacHET DE MEzIRIAC
qui I'a donnée dans la seconde édition de ses Récréations mathématiques, in-
titulées Problemes plaisans et délectables, etc. La premiere édition de cet Ouvrage
a paru en 1612, mais la solution dont il s'agit n'y est qu’annoncée, et ce n'est
que dans I'édition de 1624 qu’on la trouve complette. La méthode de M. BacHET
est tres-directe et trés-ingénieuse, ec ne laisse rien & désirer du coté de 1'élé-
gance et de la généralité.

Nous saisissons avec plaisir cette occasion de rendre & ce savant Auteur
la justice qui lui est due sur ce sujet, parce que nous avons remarqué que

Leoxaaror EvLerr Opera owmnia I1 Algebra 73
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les Géometres qui ont traité le méme probleme aprés lui, n'ont jamais fait
aucune mention de son travail.

Voici en peu de mots & quoi se réduit la méthode de M. BacHET. Aprés
avoir fait voir comment la solution des équations de la forme

ax —by=c,
(@ et b étant premiers entr'eux), se réduit i celle de
ar —by =41,

il s'attache & résoudre cette derniere équation, et pour cela il prescrit de faire
entre les nombres a et b la méme opération que si on vouloit chercher leur
plus grand commun diviseur, (¢’est aussi la méme que nous avons pratiquée
ci-devant); ensuite nommant ¢, d, ¢, f, etc. les restes provenant des différentes
divisions, et supposant, par exemple, que f soit le dernier reste, qui sera
nécessairement égal & I'unité, (4 cause que a et b sont premiers entr'eux,
kyp.), il fait, lorsque le nombre des restes est pair, comme dans ce cas,

gdtl 5 Okl vl g Pa¥l_

6+1-—”=8, P ’ d Y ¢ b o

ces derniers nombres @ et o seront les plus petites valeurs de = et .

Si le nombre des restes étoit impair, comme si g étoit le dernier reste
=1, alors il faudroit faire

f41=¢ g-e-}?fi=e, L5, ete.

Il est facile de voir que cette méthode revient au méme dans le fond
que celle du chapitre premier; mais elle en est moins commode, parce qu'elle
demande des divisions; au reste, les Géometres qui sont curieux de ces ma-
tieres, verront avec plaisir dans 1'Ouvrage de M. Bacuer les artifices qu'il a
employés pour parvenir a la regle précédente, et pour en déduire la solution
complette des équations de la forme ax — by = ¢.




PARAGRAPHE IV

METHODE GENERALE POUR RESOUDRE EN NOMBRES ENTIERS
LES EQUATIONS A DEUX INCONNUES
DONT I'UNE NE PASSE PAS LE PREMIER DEGRE

ADDITION POUR LE CHAPITRE 3%)

46. Soit proposée 1'équation générale,
a +bw + cy + da® + exy + f2° + g2’y + hat 4 katy +, ete. = 0,
dans laquelle les coefficiens a, b, c, etc. soient des nombres entiers donnés,

et ol 2 et y soient deux nombres indéterminés, qui doivent aussi étre entiers.
Tirant la valeur de y de cette équation, on aura

. ___a+bx+dx2+fx3-{—hx4+, ete. |
y= c+ex+ga?+ka® +,ete.

ainsi la question sera réduite & trouver un nombre entier qui, étant pris
pour z, rende le numérateur de cette fraction divisible par son dénominateur.
Soit supposé

p=a-+bx + da* + fz* -+ ha' -, etc.
q=c -+ ex + gx* + ka® +, ete.

et qu'on retranche x de ces deux équations par les regles ordinaires de I'Al-
gebre, on aura une équation finale de cette forme,

A+ Bp + Cq+ Dp* + Epq + Fg* 4 Gp® 4, ete. =0,

ou les coefficiens 4, B, C, etc. seront des fonctions rationnelles et entieres des
nombres a, b, ¢, ete.

1) Voir p. 345. H W.
73*
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Maintenant, puisque y =— %, on aura aussi p = —qy; de sorte qu'en
substituant cette valeur de p, il viendra

A — Byqg+ Cq+ Dy*'q* — Eq’y + Fg* —, etc. =0,

ou l'on voit que tous les termes sont multipliés par ¢, & l'exception du
premier terme 4; donc il faudra que le nombre 4 soit divisible par le nombre g,
autrement il seroit impossible que les nombres ¢ et y pussent é&tre entiers
a la fois.

On cherchera donc tous les diviseurs du nombre entier connu 4, et on
prendra successivement chacun de ces diviseurs pour ¢; on aura par chacune
de ces suppositions une équation déterminée en z, dont on cherchera, par
les méthodes connues, les racines rationnelles et entieres, s'il y en a; on sub-
stituera ensuite ces racines & la place de z, et on verra si les valeurs ré-
sultantes de p et de ¢ seront telles que % soit un nombre entier. On sera
gir de trouver par ce moyen toutes les valeurs entieres de x, qui peuvent
donner aussi des valeurs entieres pour y dans l'équation proposée.

De-la on voit que le nombre des solutions en entiers de ces sortes d'équa-
tions est toujours nécessairement limité; mais il y a un cas qui doit étre
excepté, et qui échappe & la méthode précédente.

47. Ce cas est celui ou les coefficiens e, g, k, etc. sont nuls, en sorte
que l'on ait simplement

__a+bz+da’+faP + hat 1, ete.
¢ b

y=

or voici comment il faudra s’y prendre pour trouver toutes les valeurs de «
qui pourront rendre la quantité

a+ bx + da® + fx + hat 4, ete.

divisible par le nombre donné c: je suppose d’abord qu'on ait trouvé un
nombre entier » qui satisfasse & cette condition, il est facile de voir que
tout nombre de la forme = -+ uc y satisfera aussi, 4 étant un nombre quel-
conque entier; de plus, si » est > ;, (abstraction faite des signes de # et
de ¢), on pourra toujours déterminer le nombre u et le signe qui le précede,
en sorte que le nombre #» - uc devienne < ~;—; et il est aisé de voir que
cela ne sauroit se faire que d'une seule maniere, les valeurs de » et de ¢
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étant données; donc, si on désigne par n' cette valeur de % - wc, laquelle
est < %, et qui satisfait & la condition dont il s'agit, on aura en général

n=mn"+ pc,
u étant un nombre quelconque.

Do je conclus que si on substitue successivement, dans la formule
a+bx 4 de’ + fx’ +, ete. & la place de x tous les nombres entiers positifs
ou négatifs qui ne passent pas -,
de ces nombres qui rendront la quantité o 4 bx 4 da® +, etc. divisible par ¢,
tous les autres nombres qui pourront faire le méme effet, seront nécessaire-
ment renfermés dans ces formules

et qu'on dénote par #', »", »', etc. ceux

nl:__l_- /,LIC, ”’n__'t [unc’ nmi lu/mc, ete.

u', pt, u'", etc. étant des nombres quelconques entiers.

On pourroit faire ici différentes remarques pour faciliter la recherche
des nombres #', »", »™, etc. mais nous ne croyons pas devoir nous arréter
davantage sur ce sujet, d'autant que nous avons déja eu occasion de le traiter
dans un Mémoire imprimé parmi ceux de 1'Académie de Berlin pour l'année
1768,") et qui a pour titre Nowvelle Methode pour résoudre les Problemes indé-
terminés.?)

48. Je dirai cependant encore un mot de la maniere de déterminer deux
nombres z et y, en sorte que la fraction

ay™ +by™~'x + dy™ 22 + fy" 2% 4, ete.
¢

devienne un nombre entier; c'est une recherche qui nous sera fort utile dans
la suite.

Je suppose que y et x doivent étre premiers entr'eux, et que de plus y
doive étre premier & c, je dis qu'on pourra toujours faire

T =Ny — c2,

1) Ocuvres de Lacranek, t. II, p. 655. H W.

2) Les éditions ultérieures contiennent 1'addition suivante:
»Voyez aussi un Mémoire de LEGENDRE Sur UAnalyse indéierminée, dans le Recueil de
IAcademie des Sciences de Paris pour lannée 1785.% H W



H82 ADDITIONS PARAGRAPHE IV ARTICLE 48 [5682—538

n et 2 étant des nombres indéterminés; car en regardant z, y et ¢ comme
des nombres donnés, on aura une équation qui sera toujours résoluble en
entiers par la méthode du §III, 4 cause que y et ¢ n'ont d’autre commune
mesure que l'unité, par '’hypothese. Or, si on substitue cette expression de x
dans la quantité ay™+ by™ 'z + dy™?2* -+, etc. elle deviendra

(@ 4 bn + dn’+ fn’ +, ete.)y™ — (b + 2dn + 3fn’ +, ete.)cy™ 'z
+ (d + 3fn +, etc.) Py 22" —, ete.

et il est clair que cette quantité ne sauroit étre divisible par ¢, & moins que
le premier terme

(@ +bn 4+ dn® 4 fn*+, etc.)y”

ne le soit, puisque tous les autres termes sont des multiples de ¢. Donc,
comme ¢ et y sont supposés premiers entr'eux, il faudra que la quantité

a —+ bn + dn® 4 fn® +, ete.

soit elle-méme divisible par ¢; ainsi il n'y aura qu'a chercher par la méthode
de Yart. précédent toutes les valeurs de » qui pourront satisfaire & cette
condition, et alors on aura en général

X =ny — cz,

z étant un nombre quelconque entier.

Il est bon d'observer que quoique nous ayons supposé que les nombres z
et y doivent étre premiers entr'eux, ainsi que les nombres y et ¢, notre so-
lution n'en est cependant pas moins générale; car si on vouloit que z et y
eussent une commune mesure o, il n'y auroit qu'a mettre oz’ et ay’ a la
place de z et y, et on regarderoit ensuite 2" et y' comme premiers entr'eux;
de méme si y' et ¢ devoient avoir une commune mesure @, on pourroit mettre
By™ & la place de y', et il seroit permis de regarder y” et ¢ comme premiers
entr'eux.?)

1) Larticle 48 est rédigé un peu différemment dans les éditions de l'an III et de 1798,
ainsi que dans celle de SERrRET, mais dans D'édition ultérieure de 1807, la forme originale en
est rétablie. Aux endroits cités, l'article en question commence ainsi:

,Oonsidérons maintenant les équations de la forme

aym + bym—lx + cym—2x2+ dy"“sx"’—i— P h,

dans lesquelles a, b,c -« -, & sont des nombres entiers domnés, et ot les deux indéterminées z, y,
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qui forment partout dans le premier membre le méme nombre m de dimensions, doivent &tre
aussi des nombres entiers.“

La suite ne présente plus de changements. La fin de cet article est modifiée comme suit:

»Nous avons supposé, dans la solution précédente, que x et y doivent &tre premiers entre
eux, ainsi que y et h entre eux; ces suppositions sont permises, puisque les nombres « et y sont
indéterminés; mais, comme elles ne paraissent point absolument nécessaires, il faut encore examiner
dans quels cas elles peuvent cesser d’avoir lieu.

Supposons done: 1° que x et y puissent avoir une commune mesure o; il n’y aura qu'a
mettre partout, dans léquation proposée, ez;, ay, & la place de z et y, et regarder ensuite
x, et y; comme premiers entre eux. Or, par cette substitution, il est clair que tous les termes du
premier membre de I'dquation se trouveront multipliés par o™; par conséquent, il faudra que le
second membre % soit divisible par «™: d’ou il suit qu’on ne peut prendre pour « que les divi-
seurs du nombre h qui s’y trouveront élevés & la puissance m. Ainsi, si le nombre % ne con-
tient aucun facteur élevé a la puissance m, on sera assuré que les nombres x et y devront
nécessairement étre premiers entre eux.

8i le nombre % contient un ou plusieurs facteurs élevés & la puissance m, alors il faudre
prendre successivement pour « chaque facteur ou combinaison de facteurs, dont la puissance m
divisera le nombre %, et Von aura autant de solutions différentes en regardant dans chacune
@, et y, comme premiers entre eux.

Supposons: 2% que y et /i aient une commune mesure 3, on mettra By, et Bk & la place
de y et R, et l'on regardera ensuite y, et h, comme premiers entre eux. Par ces substitutions,
tous les termes du premier membre qui contiennent y se trouveront multipliés par une puissance
de B; il n'y aura que le dernier terme, que je représenterai par g™, qui, ne contenant point g,
ne se trouvera point multiplid par 8. Mais, puisque le second membre % devient Sk, il s'ensuit
que le terme ga™ devra aussi &tre divisible par B; or, z et y étant déjh supposés premiers entre
eux, # ne saurait &tre divisible par B; done il faudra que le coefficient g le soit. Dot je con-
clus qu'on pourra prendre pour  successivement tous les diviseurs de g, et, aprds la substitution
de By, et Bh, au lieu de y et de & et la division de toute l'équation par B, on aura de nouveau
le cas ou lindéterminée y, sera nécessairement premiére au nombre %, qui formera le second
membre.¢ H W



PARAGRAPHE V

METHODE DIRECTE ET GENERALE
POUR TROUVER LES VALEURS DE # QUI PEUVENT RENDRE
RATIONNELLES LES QUANTITES DE LA FORME
V(e +bx -+ ca?)
ET POUR RESOUDRE EN NOMBRES RATIONNELS LES EQUATIONS
INDETERMINEES DU SECOND DEGRE A DEUX INCONNUES
LORSQU'ELLES ADMETTENT DES SOLUTIONS DE CETTE ESPECE

ADDITION POUR LE CHAPITRE 4%Y)

49. Je suppose d’abord que les nombres connus a, b, ¢ soient entiers;
s'ils étoient fractionnaires, il n'y auroit qu'a les réduire & un méme dénomi-
nateur carré, et alors il est clair qu'on pourroit toujours faire abstraction de
leur dénominateur; quant au nombre z, on supposera ici qu'il puisse &tre
entier ou fractionnaire, et on verra par la suite comment il faudra résoudre
la question, lorsqu'on ne veut admettre que des nombres entiers.

Soit donc
V(a + bz + ca*) =y,
et Ion en tirera
2¢x + b= V(dcy + b*— dac);

de sorte que la difficulté sera réduite & rendre rationnelle la guantité

V(dcy® 4 b* — dac).

50. Supposons donc en général qu'on ait & rendre rationnelle la quantité
V(4y*+ B), cest-a-dire, b rendre 4y*+ B égal b un carré, 4 et B étant
des nombres entiers donnés positifs ou négatifs, et y un nombre indéterminé
qui doit étre rationnel.

1) Voir p. 349. H W
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Il est d’abord clair que si I'un des nombres 4 ou B étoit =1, ou égal
& un carré quelconque, le probleme seroit résoluble par les méthodes connues
de DioPHANTE, qui sont détaillées dans le chapitre 4; ainsi nous ferons ici ab-
straction de ces cas, ou plutét nous tacherons d’y ramener tous les autres.

De plus, si les nombres 4 et B étoient divisibles par des nombres
carrés quelconques, on pourroit aussi faire abstraction de ces diviseurs,
c'est-a-dire, les supprimer, en ne prenant pour 4 et B que les quotiens
qu'on auroit apres avoir divisé les valeurs données par les plus grands
carrés possibles; en effet, supposant 4 = o*4", B= 3B’ on aura & rendre
carré le nombre A'c’y’+B'3*; donc divisant par B° et faisant B;—y =y, il
s'agira de déterminer I'inconnue y*, en sorte que A4'y"* -+ B' soit un carré.

D'ou il s'ensuit que dés qu'on aura trouvé une valeur de y propre &
rendre Ay*+4 B égal & un carré, en rejetant dans les valeurs données de A
et de B les facteurs carrés o et ($° qu'elles pourroient renfermer, il n'y
aura qu'a multiplier la valeur trouvée de y par —f:, pour avoir celle qui con-
vient & la quantité proposée.

51. Considérons donc la formule A44*+ B, dans laquelle 4 et B soient
des nombres entiers donnés qui ne soient divisibles par aucun carré; et

comme on suppose que y puisse étre une fraction, faisons y=2%, p et ¢

q ?
étant des nombres entiers et premiers entr'eux, pour que la fraction soit
z : hY > . 4 .A 2 L
réduite & ses moindres termes; on aura donc la quantité —;} + B qui devra
étre un carré; donc A4p® -+ Bg® devra en étre un aussi; de sorte qu'on aura

a résoudre 1'équation
Ap*+ Bg*=2,

en supposant p, ¢ et 2z des nombres entiers.

Or je dis qu'il faudra que ¢ soit premier a4 4, et que p le soit & B;
car si ¢ et 4 avoient un commun diviseur, il est clair que le terme B¢’
seroit divisible par le carré de ce diviseur; et que le terme Ap® ne seroit
divisible que par la premiere puissance du méme diviseur, & cause que ¢ et
p sont premiers entr'eux, et que 4 est supposé ne contenir aucun facteur
carré; donc le nombre Ap*4 Bg¢® ne seroit divisible qu'une seule fois par le
diviseur commun de ¢ et de 4, par conséquent il seroit impossible que ce
nombre fat un carré. On prouvera de méme que p et B ne sauroient avoir
aucun diviseur commun.
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Résolution de Uéquation Ap*+ Bq'=2' en nombres entiers

52. Supposons A4 plus grand que B, on écrira cette équation ainsi,
Ap’= 22— B¢’

et on remarquera que comme les nombres p, ¢ et # doivent étre entiers, il
faudra que 2*— Bg¢® soit divisible par A.

Donc, puisque 4 et g sont premiers entr'eux, (art. précédent), on fera,
suivant la méthode du § IV, art. 48, ci-dessus,

#=ng— Aq,

n et ¢' étant deux nombres entiers indéterminés; ce qui changera la formule

2*— Bgq* en celle-ci,
(n*— B)g® —2nAdqq" + A*q",

dans laquelle il faudra que »’— B soit divisible par 4, en prenant pour =
un nombre entier non > %-

On essayera donc pour n tous les nombres entiers qui ne surpassent
pas —;i, et si on n'en trouve aucun qui rende »’— B divisible par 4, on en
conclura sur le champ que l'équation Ap’= 2*— B¢* n'est pas résoluble en
nombres entiers, et qu'ainsi la quantité 4y® -+ B ne sauroit jamais devenir
un carré.

Mais si on trouve une ou plusieurs valeurs satisfaisantes de », on les
mettra l'une apres l'autre & la place de », et on poursuivra le calecul comme
on va le voir.

Je remarquerai seulement encore qu'il seroit inutile de donner aussi & »
des valeurs plus grandes que —;i; car nommant #', ", »™, etc. les valeurs
de » moindres que %, qui rendront »’— B divisible par 4, toutes les autres
valeurs de % qui pourront faire le méme effet seront renfermées dans ces
formules, n'+4 w'd, v"+ u" A4, n" 4 w4, ete. (article 47 du § 1V); or, sub-
stituant ces valeurs & la place de » dans la formule (v’— B)g*—2nAgqq' + 4'¢",
c'est-d-dire (ng — Aq'— B¢, il est clair qu'on aura les mémes résultats
que si on mettoit seulement #', #”, »™, etc. & la place de #, et quon ajoutat
& ¢ les quantités F u'q, F u"q, + u'g, etc., de sorte que, comme ¢' est un
nombre indéterminé, ces substitutions ne donneroient pas des formules diffé-
rentes de celles qu'on aura par la simple substitution des valeurs »', n",

Inx

n", ete.
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53. Puis donc que »* — B doit étre divisible par 4, soit 4" le quotient
de cette division, en sorte que AA'=#’— B; et l'équation

Ap*=7F— Bg*= (n*— B)¢*— 2ndqq" + 42",
étant divisée par 4, deviendra celle-ci,
P=A"¢—2nqq" + Aq",
n—

ol A' sera nécessairement moindre que 4, & cause que A'= AB et que
4
B< A4, et w non > 5

Or, 1% si A" est un nombre carré, il est clair que cette équation sera
résoluble par les méthodes connues, et I'on en aura la solution la plus simple
qu'il est possible, en faisant ¢'=0, ¢g—1 et p =V A"

2%, Si 4" n'est pas égal & un carré, on verra si ce nombre est moindre
que B, ou au moins s'il est divisible par un nombre quelconque carré, en
sorte que le quotient soit moindre que B, abstraction faite des signes; alors
on multipliera toute 1'équation par 4', et I'on aura, & cause de 4A4'—n*~— B,

A'p'=(4'qg—ng) — Bg";

de sorte qu'il faudra que Bg" -+ A"p® soit un carré; donc divisant par p* et
faisant %= y' et A'= C, on aura & rendre carrée la formule By' 4 C, la-
quelle est, comme l'on voit, analogue & celle de l'art. 50. Ainsi, si C contient
un facteur carré »°, on pourra le supprimer, en ayant attention de multiplier
ensuite par y la valeur qu'on trouvera pour y', pour avoir sa véritable va-
leur; et l'on aura une formule qui sera dans le cas de celle de l'art. 51,
mais avec cette différence que les coefficiens B et C de celle-ci seront moin-
dres que les coefficiens 4 et B de celle-la.

54. Mais si 4" n'est pas moindre que B, ni ne peut le devenir en le
divisant par le plus grand carré qui le mesure, alors on fera ¢=r»q¢' + ¢",
et substituant cette valeur dans 1'équation, elle deviendra

p2 —_ AIqIIZ_ 2nIgIIqI + AII 12’
ol
n”—B'

w=mn—vdA, et A'=A""—2nv I+ A= L

On déterminera, ce qui est toujours possible, le nombre entier », en
. AT . . . .
sorte que »’ ne soit pas >3-, abstraction faite des signes, et alors il est
74*
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clair que 4" deviendra < 4, & cause de A" =" A_IB et de B = ou < A°

I
et »' = ou <—‘:~-

On fera donc ici le méme raisonnement que nous avons fait dans l'article
précédent, et si A" est carré, on aura la résolution de l'équation; si 4™ n'est
pas carré, mais quil soit < B ou quil le devienne, étant divisé par un
carré, on multipliera 1'équation par 4" et on aura, en faisant q% =y et
A"= C, la formule By -+ C, qui devra étre un carré, et dans laquelle les
coefficiens B et C, (apreés avoir supprimé dans C les diviseurs carrés, s'il y
en a), seront moindres que ceux de la formule 4y*+ B de l'art. 51.

Mais si ces cas n'ont pas lieu, on fera, comme ci-dessus, ¢'="¢" -+ ¢",
et ’équation se changera en celle-ci,

p2 —_ AquZ — 2nIIqII qIII + AIIqﬂlz’

Mt _ B
= — VIAH, et A™— AUVH — 2n + A — T .

On prendra donc pour »' un nombre entier, tel que »" ne soit pas
I

> %«, abstraction faite des signes; et comme B n'est pas > A", (hyp.), il
Tz
s'ensuit de I'équation 4™ = z A,IB

derechef les mémes raisonnemens que ci-dessus, et on en tirera des con-

que 4™ sera < A"; ainsi on pourra faire

clusions semblables, et ainsi de suite.

Maintenant, comme les nombres 4, A', A", A™ etc. forment une suite
décroissante de nombres entiers, il est visible qu’en continuant cette suite on
parviendra nécessairement & un terme moindre que le nombre donné B; et
alors nommant ce terme C, on aura, comme nous l'avons vu ci-dessus, la
formule By'" 4- C & rendre égale & un carré. De sorte que par les opé-
rations que nous venons d'exposer, on sera toujours assuré de pouvoir rame-
ner la formule Ay*+4 B & une autre plus simple, telle que By’+ C, au
moins si le probleme est résoluble.

55. Or, de méme qu'on a réduit la formule Ay*+ B & celle-ci By + C,
on pourra réduire cette derniere & cette autre-ci, Cy"'+4 D, o D sera
moindre que C, et ainsi de suite; et comme les nombres 4, B, C, D, etc.
forment une série décroissante de nombres entiers, il est clair que cette série
ne pourra pas aller & l'infini, et qu'ainsi l'opération sera toujours nécessai-
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rement terminée. Si la question n'admet point de solution en nombres ra-
tionnels, on parviendra & une condition impossible; mais si la question est
résoluble, on arrivera toujours & une équation semblable & celle de l'art. 53,
et ol I'un des coefficiens, comme A', sera carré; en sorte qu'elle sera sus-
ceptible des méthodes connues; or cette équation étant résolue, on pourra,
en rétrogradant, résoudre successivement toutes les équations précédentes,
jusqu'a la premiere Ap® 4+ Bg® =2~
Eclaircissons cette méthode par quelques exemples.

EXEMPLE I

56. Soit proposé de trowver une valewr rationnelle de x, telle que la formule
T+ 152 4 1327
devienne un corré. (Voyez chapitre 4, art. 57 du traité précédent.)

On aura donc ici a==T, b=15, ¢=13; donc 4¢=4-13, et b¥®*—4ac=—139;
de sorte qu'en nommant y la racine du carré dont il s'agit, on aura la

formule
4.134*— 139

qui devra étre un carré; ainsi on aura 4=4.13 et B=—139, ou l'on
remarquera d'abord que A est divisible par le carré 4; de sorte qu'il faudra
rejeter ce diviseur carré et supposer simplement 4=13; mais on se sou-
viendra ensuite de diviser par 2 la valeur qu'on trouvera pour y, (art. 50).

On aura dounc, en faisant y == %, I'équation 13p*— 139¢*= 2, ou bien, &
cause que 139 est > 13, on fera y=§—, pour avoir — 139p®+ 13¢° = 2%,
équation qu'on écrira ainsi,

—139p' = 2# — 134"

On fera, (art. 52), 2=ng—1394", et il faudra prendre pour » un nombre
entier non > ?, c'est-h-dire < 70, tel que »*— 13 soit divisible par 139;
je trouve n =41, ce qui donne #»°’— 13 = 1668 =139.12; de sorte qu'en
faisant la substitution et divisant ensuite par — 139, on aura l'équation

P=—12¢"+ 2.419¢"— 1394".

Or, comme — 12 n'est pas un carré, cette équation n’a pas encore les
conditions requises; ainsi, puisque 12 est déja moindre que 13, on multipliera
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toute I'équation par — 12, et elle deviendra — 12p* = (—12¢ 4 41¢")*— 184",
de sorte qu'il faudra que 13¢" — 12p* soit un carré, ou bien, en faisant
%=y‘, que 13y —12 en soit un aussi

On voit ici qu’il n'y auroit qu’'a faire y'=1, mais comme ce n'est que
le hasard qui nous donne cette valeur, nous allons poursuivre le calcul selon
notre méthode, jusqu'a ce que l'on arrive & une formule qui soit susceptible
des méthodes ordinaires. Comme 12 est divisible par 4, je rejette ce diviseur
carré, en me souvenant que je dois ensuite multiplier la valeur de %' par 2;
jaurai donc & vrendre carrée la formule 13y — 3, ou bien, en faisant
Y = %, (on suppose que r et s sont des nombres entiers premiers entr'eux,
en sorte que la fraction % soit déja réduite & ses moindres termes, comme

la fraction 174), celle-ci 13»* — 3s*; soit la racine 2, j'aurai
130% = &+ 3¢,

et je ferai 2'=ms—13s’, m étant un nombre entier non > 1;, c'est-a-dire
<7, et tel que m*+ 3 soit divisible par 13; or je trouve m =6, ce qui
donne m®-+ 3 = 39 = 13.3; donc substituant la valeur de & et divisant toute

I'équation par 13, on aura
r = 35— 2.6ss" 4 135",

Comme le coefficient 3 de s* n'est ni carré ni moindre que celui de s* dans
P'équation précédente, on fera, (art. 54), s = us' + s”, et substituant I'on aura

la transformée
r* = 38" — 2(6—3u)s"s'+ (Bu*— 2.6 4 13)s";

on déterminera u, en sorte que 6—3u ne soit pas >%, et il est clair qu'il

fandra faire u =2, ce qui donne 6 — 3u =0; et 1'équation deviendra
r2= 38112+ 812,
laquelle est, comme l'on voit, réduite & 1'état demandé, puisque le coefficient
du carré de l'une des deux indéterminées du second membre est aussi carré.
On fera donc, pour avoir la solution la plus simple qu'il est possible,
=0, =1 et r =1; donc s = u =2, et de-la y'= %— = %; mais nous avons
va quil faut multiplier la valeur de y' par 2; ainsi on aura y'=1; donc, en

rétrogradant toujours, on aura % =1; donc ¢'=p; donc I'équation

— 12p° = (— 12¢ + 414" — 134",
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donnera (—12q + 41p)*—=p*; donc — 12¢q + 41p =p, c'est-d-dire 12¢ = 40p;
donc y = % = g = 13—0; mais comme il faut diviser la valeur de y par 2, on
aura Yy = %; ce sera le coté de la racine de la formule proposée 7+ 15z + 1327%;
ainsi faisant cette quantité — —2;, on trouvera par la résolution de 1'équation,

265 4 15 — 4+, d'ol

T—— o, OU = — =
T X 3
On auroit pu prendre aussi — 12¢ 4-41p=—p, et l'on auroit eu

21

q __ 21 21,
12’

Y=y =% et divisant par 2, y =
trouvera 26x + 15 = 4 —Z— ; donc

faisant donc 7 4 15z 4 132° = (—f—;—)’, on

r= — — e U

Si on vouloit avoir d'autres valeurs de z, il n'y auroit qu'a chercher
d’autres solutions de l'équation #*= 3s™ + s, laquelle est résoluble en
général par les méthodes connues; mais on peut aussi, dés qu’'on connoit
une seule valeur de z, en déduire immédiatement toutes les autres valeurs
satisfaisantes de 2 par la méthode expliquée dans le chapitre 4 du traité
précédent.

REMARQUE

57. Supposons en général que la quantité a + bz + c2® devienne égale
& un carré ¢° lorsque z =1/, en sorte que l'on ait @+ bf 4 ¢f* = g% donc
a=¢g"—bf—cf? de sorte qu'en substituant cette valeur dans la formule
proposée, elle deviendra

F+blx— 1)+ c(—r3).

Qu'on prenne g + m(x —f) pour la racine de cette quantité, m étant un
nombre indéterminé, et 1'on aura 1'équation

F+b@—1)+c@—f) =g+ 2mglx — )+ m'(@ — 1),
c'est-a-dire en effacant ¢* de part et d'autre, et divisant ensuite par x —f,
b+ c(x+f) =2mg + m*(x — f);

fm*—2gm+b+cf

m:—e¢

d'ou 1'on tire

X =
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Et il est clair qua cause du nombre indéterminé m, cette expression de z
doit renfermer toutes les valeurs qu’on peut donner & z, pour que la formule
proposée devienne un carré; car quel que soit le nombre carré auquel cette
formule peut étre égale, il est visible que la racine de ce nombre pourra tou-
jours étre représentée par g -+ m(z —f), en donnant & m une valeur con-
venable. Ainsi quand on aura trouvé par la méthode expliquée ci-dessus une
seule valeur satisfaisante de «, il n'y aura qu'a la prendre pour f, et la
racine du carré qui en résultera pour g; I'on aura, par la formule précédente,

toutes les autres valeurs possibles de .

r s 7 5 2 N .
Dans I'exemple précédent on a trouvé y= 4 et £ =— ; ainsi on fera

2
g-——% et f=—, et l'on aura
19 — 10m — 2m?

3(m*—13) ~’

c'est l'expression générale des valeurs rationnelles de x, qui peuvent rendre
carrée la quantité 7 152 + 132>

EXEMPLE II
58. Soit encore proposé de trowver ume valewr rationnelle de y, telle que
. 23y*—5
soit un carré.
Comme 23 et 5 ne sont divisibles par aucun nombre carré, il n'y aura
aucune réduction & y faire. Ainsi en faisant y — 1}, il faudra que la for-
mule 23p*— 5¢° devienne un carré 2’; de sorte qu'on aura l'équation

23p* = 2 4 Hgt.

On fera donc z=mng—23¢", et il faudra prendre pour » un nombre
entier non > 3;, tel que #*+ 5 soit divisible par 23. Je trouve # =38, ce
qui donne %*-+ 5=23.3, et cette valeur de » est la seule qui ait les con-
ditions requises. Substituant donc 8¢ — 23¢" & la place de #, et divisant toute
I'équation par 23, j'aurai celle-ci,

p»’=3¢"—2-8¢¢ + 2397,

dans laquelle on voit que le coefficient 3 est déja moindre que la valeur de B
qui est 5, abstraction faite du signe.
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Ainsi on multipliera toute 1'équation par 3, et l'on aura
3p* = (3¢ — 84)" + 5¢";

de sorte qu'en faisant % — 4, il faudra que la formule — 5y + 3 soit un
carré, ou les coefficiens 5 et 3 n'admettent aucune réduction.

Soit donc y'= %, (r et s sont supposés premiers entr'eux, au lien que
¢" et p peuvent ne pas 1'étre), et I'on aura & rendre carrée la quantité — 5r*+ 3s”;
de sorte qu'en nommant la racine 2, on aura — br’+ 38 =2" et de-la

—brt =" — 3%

On prendra donc #'= ms 4+ bs', et il faudra que m soit un nombre entier
non > %, et tel que m’— 38 soit divisible par 5; or c'est ce qui est impos-
sible, car on ne pourroit prendre que m =1 ou 2, ce qui donne m*—3=—2
ou =1. Ainsi on en doit conclure que le probleme n'est pas résoluble, c'est-
a-dire qu'il est impossible que la formule 23y%* —5 puisse jamais devenir
égale & un nombre carré, quelque nombre que l'on substitue & la place de y.

COROLLAIRE

59. Si on avoit une équation quelconque du second degré a deux in-
connues, telle que

a+bx+ cy + da* + exy + fy* =0,

et que l'on proposat de trouver des valeurs rationnelles de x et y qui satis-
fissent & cette équation, on y pourroit parvenir, lorsque cela est possible, par
la méthode que nous venons d'exposer.

En effet, si on tire la valeur de ¥ en x, on aura

2fy +ex +c= V((o + ex)* — 4f(a + bx + dac’)),
ou bien en faisant « = c’— 4af, §=2ce—4bf, y = — 4df,

2fy +ex+c=V(a+ Bz +ya’);

de sorte que la question sera réduite a trouver des valeurs de x# qui rendent
rationnel le radical V(a + Bz + ya°)

REMARQUE

60. Nous avons déja traité ce méme sujet, mais d'une maniere un peu
différente, dans les Mémoires de 1’'Académie des Sciences de Berlin pour

Leoxuarpr Eurert Opera omnia I:1 Algebra 75
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I'année 1767"), et nous croyons étre les premiers qui ayons donné une méthode
directe et exempte de tatonnement pour la solution des problemes indéter-
minés du second degré. Le Lecteur qui sera curieux d'approfondir cette
matiere, pourra consulter les Mémoires cités, ol il trouvera sur-tout des
remarques nouvelles et importantes sur la recherche des nombres entiers qui,
étant pris pour », peuvent rendre »’— B divisible par 4, 4 et B étant des
nombres donnés.

On trouvera aussi dans les Mémoires pour les années 1770°) et suivantes,
des recherches sur la forme des diviseurs des nombres représentés par
2*— B¢®; de sorte que par la forme méme du nombre 4, on pourra juger
souvent de l'impossibilité de 1'équation Ap’=2*— B¢’, ou Ay’ + B=a un
carré, (art. 52).%)

1) Oeuvres de Lacranck, t. 11, p. 377. H W

2) Oeuvres de Laeranek, t. IL, p. 581. H W.

38) Les éditions ultérieures contiennent V'addition suivante:

»LEGENDRE s'est occupé depuis, dans le Mémoire cité plus haut (art. 47), & chercher les con-
ditions générales de la possibilité ou de limpossibilité des équations indéterminées du second degré,
et il est parvenu & ce théoréme remarquable, que

Léquation ax® + by* = c2?, dans laguelle a, b, ¢ sont positifs, premiers entre eux et dégagés
de tout facteur carré, est résoluble, si Von peut trouver trois enmtiers i, u, v, tels que les trois quantités
al®+b ep*—b cvP—

a . o
soient des entiers.® H W.
¢ ’ a ’ b




PARAGRAPHE VI
SUR LES DOUBLES ET TRIPLES EGALITES

61. Nous traiterons ici en peu de mots des doubles et triples égalités,
qui sont d'un usage tres-fréquent dans l'analyse de DiopHANTE, et pour la
solution desquelles ce grand Géometre et ses Commentateurs ont cru devoir
donner des regles particulieres.

Lorsqu'on a une formule contenant une ou plusieurs inconnues & égaler
a une puissance parfaite, comme & un carré ou 4 un cube etc, cela s’appelle
dans l'analyse de DiorHANTE une égalité simple; et lorsqu'on a deux formules
contenant la méme ou les mémes inconnues & égaler chacune & des puis-
sances parfaites, cela s’appelle une égalité double, et ainsi de suite.

Jusqu'ici on a vu comment il faut réscudre les égalités simples our l'in-
connue ne passe pas le second degré, et ou la puissance proposée est la se-
conde, c'est-a-dire le carré.

Voyons donc comment on doit traiter les égalités doubles et triples de
la méme espece.

62. Soit d'abord proposée cette égalité doublée,
a -+ bx = G un carré
¢ + dx=a& un carré,
ou l'inconnue z ne se trouve qu'au premier degré.

Faisant a 4 bx = et ¢ + dox = u?, et chassant x de ces deux équations,
on aura ad —bc=di* —bu’; donc di* =0bu’-4 ad —bec, et

(dt) = dbw® + (ad — be)d,;

de sorte que la difficulté sera réduite & trouver une valeur rationnelle de u,
telle que dbu’+ ad® — bed devienne un carré. On résoudra cette égalité simple

t_¢

d

par la méthode exposée ci-dessus, et connoissant ainsi # on aura z = *
5%



596 ADDITIONS PARAGRAPHE VI ARTICLE 62—63 [657—559

Si 'égalité doublée étoit
ax® + bx = & un carré

¢t 4 dx= & un carré,

. . . 1 « ae .

il n'y auroit qu'a faire z = =, et multiplier ensuite 1'une et lautre formule
y g

par le carré z'°, on auroit ces deux autres égalités

a-+bx'= a un carré et ¢+ dx'= a un carré
b

qui sont semblables aux précédentes.

Ainsi on peut résoudre en général toutes les égalités doubles ou l'in-
connue ne passe pas le premier degré, et celles ol l'inconnue se trouve dans
tous les termes, pourvu qu'elle ne passe pas le second degré; mais il n'en
est pas de méme lorsque l'on a des égalités de cette forme,

a-+bx -+ ca = a un carré

o+ Br+ yaP= a un carre.

Si on résoud la premiere de ces égalités par notre méthode, et qu'on
nomme f la valeur de z qui rend @ - bx - ca®* = au carré ¢°, on aura en
général, (art. 57),
fm?*—2gm+b+cf

m:—c

X =

b

donc substituant cette expression de z dans lautre formule « - Bz -+ y2?,
et la multipliant ensuite par (m*— c)’, on aura & résoudre 1'égalité

a(m®—cff + B(m* —c)(fm* —2gm + b+ cf) + y(fm*—2gm + b+ cf ) = & un carré,
dans laquelle 'inconnue m monte au quatrieme degré.

Or on n'a jusqu'a présent aucune regle générale pour résoudre ces sortes
d'égalités, et tout ce qu'on peut faire, c'est de trouver successivement diffé-
rentes solutions, lorsqu'on en connoit une seule. (Voyez le chapitre 9).

63. Si on avoit la triple égalité

ar -+ by
cx 4+ dy } = a un carré,

hx 4+ ky
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on feroit ax 4 by = t?, cx +dy =u’, et hx 4 ky =s*, et chassant z et y de
ces trois équations, on auroit celle-ci,

(ak — bh)u® — (ck — dh)t* = (ad — cb)s*;

de sorte qu'en faisant -'ti =z, la difficulté se réduiroit & résoudre 1'égalité
simple,
ak—>bh 2 ck—adh
ad—cb ad—cb

=@ uUn carre,

laquelle est, comme l'on voit, dans le cas de notre méthode générale.
Ayant trouvé la valeur de 2, on aura =1z, et les deux premieres

équations donneront
d—bs? , az’—c ,

T=a—a" Y= wa=a"

Mais si la triple égalité proposée ne contenoit qu'une seule variable, on
retomberoit alors dans une égalité oli I'inconnue monteroit au quatrieme degré.

En effet, il est clair que ce cas peut se déduire du précédent, en faisant

. N ’ . az®—c¢ ;9 ‘
y=1; de sorte quil faudra que T'on ait _7—_-#"=1, et par consequent
O —C 5 un carré
ad—cb AR

Or, nommant f une des valeurs de 2z qui peuvent satisfaire & 1'égalité

ci-dessus, et faisant, pour abréger, Z’;:zg —=e¢, on aura en général, (art. 57),
g [P —2gmtef
m2—e

Donc, substituant cette valeur de 2 dans la derniere égalité, et la mul-
tipliant toute par le carré de m*— e, on aura celle-ci,

a(fm?—2gm + ef )} — c(m?—e)?
ad—cb

=@ un carre,

3

ou l'inconnue m monte, comme l'on voit, an quatrieme degré.



PARAGRAPHE VII

METHODE DIRECTE ET GENERALE
POUR TROUVER TOUTES LES VALEURS DE y EXPRIMEES
EN NOMBRES ENTIERS PAR LESQUELLES ON PEUT RENDRE
RATIONNELLES LES QUANTITES DE LA FORME
V(4y*+ B)
A ET B ETANT DES NOMBRES ENTIERS DONNES
ET POUR TROUVER AUSSI TOUTES LES SOLUTIONS POSSIBLES
EN NOMBRES ENTIERS DES EQUATIONS INDETERMINEES
DU SECOND DEGRE A DEUX INCONNUES

ADDITION POUR LE CHAPITRE 6?%)

64. Quoique par la méthode du § V on puisse trouver des formules géne-
rales qui renferment .toutes les valeurs rationnelles de y, propres & rendre
Ay*+ B égal & un carré, cependant ces formules ne sont d'aucun usage,
lorsqu'on demande pour y des valeurs exprimées en nombres entiers; c'est
pourquoi nous sommes obligés de donner ici une méthode particuliere pour
résoudre la question dans le cas des nombres entiers.

Soit donc

Ay’ + B =o'

et comme 4 et B sont supposés des nombres entiers, et que y doit étre
aussi un nombre entier, il est clair que z devra étre pareillement entier; de
sorte qu'on aura & résoudre en entiers 1'équation

2*— Ay’= B.

Je commence par remarquer ici que si B n'est divisible par aucun
nombre carré, il faudra nécessairement que y soit premier &4 B; car suppo-

1) Voir p. 369. H W
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sons, 8'il est possible, que y et B aient une commune mesure ¢, en sorte
que ¥ = ay', et B = aB'; donc on aura 2'— Ao’y = aB’, d'ou il s'ensuit qu'il
faudra que 2* soit divisible par «; et comme « n'est ni carré ni divisible par
aucun carré, (hyp.), & cause que o« est facteur de B, il faudra que x soit divi-
sible par «; faisant donc z = a2, on aura &'z = o’4y"* 4 aB’, ou bien en
divisant par «, ez’ = ady*4 B'; d'ou l'on voit que B' devroit encore étre
divisible par e, ce qui est contre 'hypothese.

Ce n'est donc que lorsque B contient des facteurs carrés que y peut
avoir une commune mesure avec B; et il est facile de voir par la démon-
stration précédente que cette commune mesure de y et de B ne peut étre
que la racine d'un des facteurs carrés de B, et que le nombre x devra avoir
la méme commune mesure; en sorte que toute 1'équation sera divisible par
le carré de ce commun diviseur de z, y et B.

De-1a je conclus, 1° que si B n'est divisible par aucun carré, y et B
seront premiers entr'eux.

2% Que si B est divisible par un seul carré o’ y pourra é&tre premier
a B ou divisible par «, ce qui fait deux cas qu'il faudra examiner séparé-
ment; dans le premier cas on résoudra 1'équation 2’— Ay*—= B, en suppo-
sant y et B premiers entr'eux; dans le second on aura & résoudre I'équation
1’ — Ay*= B', B' étant = %, en supposant aussi y et B' premiers entr'eux;
mais il faudra ensuite multiplier par « les valeurs qu'on aura trouvées pour
y et x, pour avoir les valeurs convenables & 1'équation proposée.

3% Que si B est divisible par deux différens carrés, «* et §°, on aura
trois cas & considérer; dans le premier on résoudra l'équation 2*— Ady*= B,
a regardant y et B comme premiers entr'eux; dans le second on résoudra
le méme l'équation #*— 4y*= B, B" étant =~&B;, dans I'hypothese de y et
B' premiers entr'eux, et on multipliera ensuite les valeurs de z et y par «;
Jans le troisieme on résoudra l’équation 2’ — Ay*= B", B" étant = %,
lans I'hypothese de y et B™ premiers entr'eux, et on multipliera ensuite les
valeurs de x et de y par (.

4°, etc. Ainsi on aura autant d'équations différentes & résoudre, qu'il y
wura de différens diviseurs carrés de B; mais ces équations seront toutes de

la méme forme
ot — Ay* = B,

3t y sera aussi toujours premier & B.
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65. Considérons donc en général 1'équation
2! — Ay = B,

ou y est premier & B; et comme z et y doivent étre des nombres entiers, il
faudra que 2® — Ay’® soit divisible par B.
On fera donc, suivant la méthode du § IV, art.48, x = ny — Bz, et 'on

aura I'équation
(n'— A)y’—2nBys + B2 = B,

par laquelle on voit que le terme (n'— A)y* doit étre divisible par B, puis-
que tous les autres le sont d'eux-mémes; donc, comme y est premier & B,
(hyp.), i1 faudra que n*— .4 soit divisible par B; de sorte qu'en faisant
nt— A4

—5— =0, on aura, apres avoir divisé par B,

Cy*—2nyz + Ba'=1;

or cette équation est plus simple que la proposée, en ce que le second membre
est égal a 'unité.

On cherchera donc les valeurs de » qui peuvent rendre n*— 4 divisible
par B; pour cela il suffira, (art. 47), d'essayer pour » tous les nombres entiers
positifs ou négatifs non > —1;; et si parmi ceux-ci on n'en trouve aucun qui
satisfasse, on en conclura d’abord qu’il est impossible que #*— 4 puisse étre
divisible par B, et qu'ainsi 1'équation proposée n’est pas résoluble en nombres
entiers.

Mais si on trouve de cette maniere un ou plusieurs nombres satisfaisans,
on les prendra l'un apres l'autre pour », ce qui donnera autant de diffé-
rentes équations qu'il faudra traiter séparément, et dont chacune pourra
fournir une ou plusieurs solutions de la question proposée.

Quant aux valeurs de # qui surpasseroient celle de <, on en pourra
faire abstraction, parce qu'elles ne donneroient point d'équations différentes
de celles qui résulteront des valeurs de » qui ne sont pas > %,
nous l'avons déja montré dans l'art. 52.

Aun reste, comme la condition par laquelle on doit déterminer n est que
n'— 4 soit divisible par B, il est clair que chaque valeur de » pourra étre
également positive ou négative; de sorte qu'il suffira d’'essayer successivement
pour % tous les nombres naturels qui ne sont pas plus grands que %, et de
prendre ensuite les valeurs satisfaisantes de » tant en plus qu'en moins.

comme
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Nous avons donné ailleurs des regles pour faciliter la recherche des
valeurs de » qui peuvent avoir la propriété requise, et méme pour trouver
ces valeurs a priori dans un grand nombre de cas. Voyez les Mémoires
de Berlin pour I'année 1767, pages 194 et 274.)

Résolution de l'équation Cy'— 2nyz+ Bz'=1 en nombres entiers

On peut résoudre cette équation par deux méthodes différentes que nous
allons expliquer.

PREMIERE METHODE

66. Comme les quantités C, n, B sont supposées des nombres entiers,
de méme que les indéterminées y et # il est visible que la quantité

Cy* —2nyz + B2

sera toujours nécessairement égale & des nombres entiers; par conséquent
I'unité sera la plus petite valeur qu'elle puisse recevoir, & moins qu'elle ne
puisse devenir nulle, ce qui ne peut arriver que lorsque cette quantité peut
se décomposer en deux facteurs rationnels; comme ce cas n'a aucune difficulté,
nous en ferons d'abord abstraction, et la question se réduira & trouver les
valeurs de y et 2 qui rendront la quantité dont il s'agit la plus petite qu'il
est possible; si le minimum est égal & l'unité, on aura la résolution de I'équa-
tion proposée, sinon on sera assuré qu'elle n'admet aucune solution en nombres
entiers. Ainsi le probleme présent rentre dans le probleme III du §1II, et
est susceptible d'une solution semblable. Or, comme l'on a ici

(2n)! — 4B C = 44,

(art. 60), il faudra distinguer deux cas, suivant que A sera positif ou négatif.

Premier Cas lorsque w*— BC= A4 <0

67. Suivant la méthode de Vart. 32 il faudra réduire en fraction continue
la fraction %, prise positivement; c'est ce qu'on exécutera par la regle de
I'art. 4; ensuite on formera par les formules de l'art. 10 la série des fractions
convergentes vers %, et il n'y aura plus qu'a essayer successivement les numé-

rateurs de ces fractions pour le nombre y, et les dénominateurs correspon-

1) Ocucres de Lacraneg, t. 11, p. 377 et 655. H W
Lroxaarpr Evrert Opera omnia I1 Algebra 76
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dans pour le nombre z; si la proposée est résoluble en nombres entiers, on
trouvera de cette maniere les valeurs satisfaisantes de y et z; et réciproque-
ment on sera assuré que la proposée n'admet aucune solution en nombres
entiers, si parmi les nombres qu'on aura essayés il ne s'en trouve point de
satisfaisans.

Second Cas lorsque n*— BC=A4>0

68. On fera usage ici de la méthode de l'art. 33 et suiv.; ainsi, & cause
de E =44, on considérera d'abord la quantité, (art. 39),
4 — %ﬁ,
dans laquelle il faudra déterminer les signes tant de la valeur de #, que
nous avons vu pouvoir &tre également positive et négative, que de VA4, en
sorte qu’elle devienne positive; ensuite on fera le calcul suivant:

Q = —n, P =, “ <:_,Q°Pj§VA

¢ =up p @, P =A@V

F=wP g, =4 e _:9‘_;%1/_44

I TN T P A
etc. ete. ete.

et on continuera seulement ces séries jusqu'a ce que deux termes correspon-
dans de la premiere et de la seconde série reparoissent ensemble; alors, si
parmi les termes de la seconde série P°, P', P", etc. il s'en trouve un égal
& l'unité positive, ce terme donnera une solution de l'équation proposée, et
les valeurs de y et 2 seront des termes correspondans des deux séries
»°, P, p°, ete. et ¢°, ¢, ¢, etc. calculées par les formules de I'art. 25; sinon
on en conclura sur le champ que la proposée n'est pas résoluble en nombres
entiers. (Voyez l'exemple de l'art. 40.)

Troisieme Cas lorsque A= a un carré
69. Dans ce cas le nombre VA deviendra rationnel, et la quantité

Cy* —2nyz + B
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pourra se décomposer en deux facteurs rationnels. En effet cette quantité
n’est autre chose que celle-ci,

(Cy—mnz)?— A7*
C

laquelle, en supposant 4 = a°, peut se mettre sous cette forme,
(Cy + n+ a)2)(Cy + m—a)s)
c

Or, comme #»*— ¢’=BC=(n+ a)(n —a), il faudra que le produit de
n -+ a par » — a soit divisible par C, et par conséquent que I'un de ces deux
nombres % + a et » — a soit divisible par un des facteurs de C, et 1'autre
par le facteur réciproque; supposons donc C=bc et que n-+4a=fb, et
n—a=gc, [ et g étant des nombres entiers, et la quantité précédente de-
viendra le produit de ces deux facteurs linéaires, cy 4 fz et by 4 gs; donc,
puisque ces deux facteurs sont égaux & des nombres entiers, il est clair que
leur produit ne sauroit étre =1, comme 1'équation proposée le demande, &
moins que chacun d’eux ne soit en particulieur — -4-1; on fera donc

cytfe==+1 et bytge=21,

et on déterminera par-la les nombres y et z; si ces nombres se trouvent
entiers, on aura la solution de 1'équation proposée, sinon elle sera insoluble
au moins en nombres entiers.

SECONDE METHODE
70. Qu'on pratique sur la formule
Cy* —2nyz + B2

des transformations semblables & celles dont nous avons fait usage plus haut,
(art. 54), et je dis qu'on pourra toujours parvenir & une transformée, telle que

LE—2MEyw + Ny?,
les nombres L, M, N étant des nombres entiers dépendans des nombres
donnés C, B, un, en sorte que l'on ait
M:— LN=n*—CB=A4,
et que de plus 2M ne soit pas plus grand, (abstraction faite des signes), que

le nombre L, ni que le nombre N, les nombres £ et v seront aussi des

nombres entiers, mais dépendans des nombres indéterminés y et 2.
76
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En effet soit, par exemple, C moindre que B, et qu'on mette la formule
dont il s'agit sous cette forme

B'y*— 2nyy + By"”,

en faisant C=B" et 2=y'; si 2n» n'est pas plus grand que B’, il est clair
que cette formule aura déja d'elle-méme les conditions requises; mais si 2%
est plus grand que B, alors on supposera y = my -+ y", et substituant on
aura la transformée

Bllylz_ 2n1y1y11+ Blyn2,
ol

n =n—mbB,

n*—4

B'=m'B'—2mn 4+ B = B

Or, comme le nombre m est indéterminé, on pourra, en le supposant
entier, le prendre tel que le nombre » — mB' ne soit pas plus grand que
é—B‘; alors 2#' ne surpassera pas B'. Ainsi, si 2»' ne surpasse pas non plus
B", la transformée précédente sera déja dans le cas qu'on a en vue; mais
si 2n" est plus grand que B", on continuera alors & supposer y'= m'y" -y,
ce qui donnera la nouvelle transformée

BIIIyIIS . 2”11 yIIyIII + BII yIII 2’

et — mIBII’
) it 4

BY = m"”B"—2m'n' 4+ B'= g

On déterminera le nombre entier m', en sorte que »'— m'B™ ne soit pas

1T

plus grand que ,I; , moyennant quoi 2" ne surpassera pas B”; de sorte que
T'on aura la transformée cherchée, si 2»" ne surpasse pas non plus B™, mais
si 2n" surpasse B™, on supposera de nouveau y"=m"y" + y", etc. etc.

Or il est visible que ces opérations ne peuvent pas aller & linfini; car
puisque 2% est plus grand que B' et que 2’ ne l'est pas, il est clair que »'
sera moindre que #; de méme 2%' est plus grand que B", et 2#" ne Vest
pas; donc »" sera moindre que #', et ainsi de suite; de sorte que les nombres
n, n', n", etc. formeront une suite décroissante de nombres entiers, laquelle ne
pourra par conséquent pas aller & linfini. On parviendra donc nécessaire-
ment & une formule ol le coefficient du terme moyen ne sera pas plus grand
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que ceux des deux termes extrémes, et qui aura d’ailleurs les autres propriétés
que nous avons énoncées ci-dessus; ce qui est évident par la nature méme
des transformations pratiquées.

Pour faciliter la transformation de la formule

Cy*— 2nyz + BZ*
en celle-ci,

Lg—2MEy + Ny,

je désigne par D le plus grand des deux coefficiens extrémes C et B, et par
D' T'autre coefficient; et, vice versd, je désigne par 6 la variable dont le carré
se trouvera multiplié par D' et par 6 l'autre variable; en sorte que la for-
mule proposée prenne cette forme

D'6*— 2066 + D6,

o D' soit moindre que D; ensuite je n’aurai qu's faire le calcul suivant:

n nI2_A
m = ik ¥ == — m,DI, l)n=—*—1)I , 0 =m 01 +0u
1_”I bs SR | 1 m__"nz“A \ SN I 43
m o= -p n =n —w DY, D"= E 6 =méb +6
b1 me
mn= zm s nnl._____nn___ mn_Dm’ _DIV:Z"__FH_Ji’ 8ll=mn0u1+ 61v

etc. etc. ete.

ol il faut bien remarquer que le signe =, qui est mis apres les lettres
m, m', m", etc. n'indique pas une égalité parfaite, mais seulement une égalité
aussi approchée qu'il est possible, en tant qu'on n'entend par m, m', m", etc.
que des nombres entiers. Je n’ai employé ce signe = que faute d’un autre
signe convenable.

Ces opérations doivent étre continuées jusqu'a ce que dans la série
n, n', n°, etc. on trouve un terme comme %% qui, (abstraction faite du
signe), ne surpasse pas la moitié du terme correspondant D¢ de la série
D', D", D™, etc. non plus que la moitié du terme suivant D¢**. Alors on pourra
faire D¢=1L, n*=N, D¢t =M, et 6° =, **'= &, ou bien D*=M, D*+'= L
et B¢=§, 6°*'=1. Nous supposerons toujours dans la suite qu'on ait pris
pour M le plus petit des deux nombres D¢, D¢+
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1. L'équation Cy*— 2nyz + Dz*=1 sera donc réduite i celle-ci,
Lg— 2Ny + My'=1,

ot N*—LM=A, et ot 2N n'est ni > L ni > M, (abstraction faite des
signes). Or, M étant le plus petit des deux coefficiens L et M, qu'on mul-
tiplie toute 1'équation par ce coefficient M, et faisant

v =My — NE§,
il est clair qu'elle se changera en celle-ci,
VI— A= M,

dans laquelle il faudra maintenant distinguer les deux cas de 4 positif et
de A négatif.
Soit 1° A4 négatif et = — a, a étant un nombre positif, I'équation sera

donc
vt al= M.

Or, comme N°*— LM = A, on aura a= LM — N?;, dou lon voit
d’abord que les nombres L et M doivent étre de mémes signes; d'ail-
leurs 2N ne doit étre ni > L ni > M; donc N’ ne sera pas >%M; donc
a= ou > ‘z’-LM ; et puisque M est supposé moindre que L, ou au moins

pas plus grand que L, on aura & plus forte raison a = ou > %Mz ; donc
M= ou <V%E; donc M < %Va.

On voit par-la que l'équation v®+ af’= M ne sauroit subsister dans
I'hypothese que v et & soient des nombres entiers, 4 moins que 'on ne fasse
£=0 et v*= M, ce qui demande que M soit un nombre carré.

Supposons donc M = u?, et I'on aura § =0, v =+ u; donc par 'équation
v= My — N, on aura u’y =+ u, et par conséquent yw = 4 71;; de sorte
que w ne sauroit étre un nombre entier, comme il le doit, (hyp.), & moins
que u ne soit égal & l'unité, soit = + 1, et par conséquent M —1.

De-1a je tire donc cette conséquence, que 1'équation proposée ne sauroit
étre résoluble en nombres entiers, & moins que M ne se trouve égal a l'unité
positive. Si cette condition a lieu, alors on fera §=0, y =41, et on re-
montera de ces valeurs & celles de y et 2.
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Cette méthode revient pour le fond au méme que celle de I'art. 67, mais
elle a sur celle-la 'avantage de n'exiger aucun tatonnement.

2°. Soit maintenant 4 un nombre positif, on aura 4 = N°’— LM; or,
comme N’ ne peut pas étre plus grand que L—f—l, il est clair que I'équation
ne pourra subsister, & moins que — LM ne soit un nombre positif, c'est-
a-dire que L et M ne soient de signes différens. Ainsi 4 sera nécessaire-
ment < — LM, ou tout au plus =— LM, si N=0; de sorte qu'on aura
— LM =ou < 4, et par conséquent M>*= ou < 4, ou M= ou < VA

Le cas de M =V A ne peut avoir lieu que lorsque A est un carré; par
conséquent ce cas est tres-facile & résoudre par la méthode donnée plus
haut, (art. 69).

Reste donc le cas o 4 n'est pas carré, et dans lequel on aura néces-
sairement M < VA, (abstraction faite du signe de M); alors 1'équation
VP — A8 = M sera dans le cas du théoreme de l'art. 38, et se résoudra par
conséquent par la méthode que nous y avons indiquée.

Ainsi il n'y aura qu'a faire le calcul suivant,

¢ =0, P =1, w <v4
1 I2 - - A
¢ =g Pogiod, w<=9Y4
I 14 14 1L HZ—A I - 1 A
II 11 1T yig 1004 !— I - ﬂ_ A
¢ =u'P'+ @, P =QIH*PT, #II<“_QI_PWK‘“
ete. etc. ete.

quon continuera jusqu'a ce que deux termes correspondans de la premiere
et de la seconde série reparoissent ensemble, ou bien jusqu'a ce que dans la
série P', P", P, etc. il se trouve un terme égal & l'unité positive, c'est-a-
dire = P° car alors tous les termes suivans reviendront dans le méme ordre
dans chacune des trois séries, (art. 37). Si dans la série P', P", P™, etc.
il se trouve un terme égal & M, on aura la résolution de I'équation proposée;
car il n'y aura qu'a prendre pour v et & les termes correspondans des séries
P, pt, p, ete. ¢, 4%, ¢, ete. calculées d’apres les formules de l'art. 25; et
méme on pourra trouver une infinité de valeurs satisfaisantes de v et &, en
continuant & l'infini les mémes séries.
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Or, des qu'on connoitra deux valeurs de v et £, on aura par 1'équation
v= My — N celle de vy, laquelle sera aussi toujours égale 4 un nombre
entier; ensuite on pourra remonter de ces valeurs de £ et vy, c'est-a-dire de
0ett et 6% & celles de 0 et 6", ou bien de y et 2, (art. 70).

Mais si dans la série P', P", P™, etc. il n'y a aucun terme qui soit
= M, on en conclura hardiment que l'équation proposée n'admet aucune so-
lution en nombres entiers.

Il est bon de remarquer que comme la série P°, P, P", etc. ainsi que
les deux autres, Q°, ¢, ¢", etc. et u, ', u”, etc. ne dépendent que du nombre
A, le calcul une fois fait pour une valeur donnée de A servira pour toutes
les équations ou 4, c'est-a-dire #»*— OB, aura la méme valeur; et c'est en
quoi la méthode précédente est préférable & celle de l'art. 68, qui exige un
nouveau calcul pour chaque équation.

Au reste, tant que 4 ne passera pas 100, on pourra faire usage de la
table que nous avons donnée a l'art. 41, laquelle contient pour chaque radical
VA les valeurs des termes des deux séries P° — P%, P* — P™ etc. et
u, w', u”, u, ete. continuées jusqu'a ce que l'un des termes P, P", P™, etc.
devienne =1, apres quoi tous les termes suivans de l'une et de l'autre série
reviennent dans le méme ordre. De sorte qu'on pourra juger sur le champ,
par le moyen de cette table, de la résolubilité de l'équation v*— AE = M.

De la maniere de trouwver toutes les solutions possibles de l’léquatz'on
Cy* —2nyz+ B&=1
lorsqu’on n'en connoit qu'une seule

72. Quoique par les méthodes que nous venons de donner on puisse
trouver successivement toutes les solutions de cette équation, lorsqu’elle est
résoluble en nombres entiers, cependant on peut parvenir & cet objet d'une
maniere encore plus simple que voici:

Qu'on nomme p et ¢ les valeurs trouvées de y et z, en sorte que l'on ait
Cp*—2npg + By =1,

et qu'on prenne deux autres nombres entiers » et s, tels que ps—gqr=1,
(ce qui est toujours possible, & cause que p et ¢ sont nécessairement premiers
entr'eux), qu'on suppose ensuite

y=pt+ru, et z=qt+ su,
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t et w étant deux nouvelles indéterminées; substituant ces expressions dans
I'équation

Cy*—2nyz+ BA=1,
et faisant pour abréger

P = Cp* —2npg+ B¢,

Q = Cpr— n(ps + qr) + Bygs,

R= Cr* —2nrs 4 B§',
on aura cette transformée,

P4 2Qtu + R =1.
Or on a, (hyp.), P=1; de plus, si on nomme ¢ et ¢ deux valeurs de r
et s qui satisfassent & 1'équation ps—qr =1, on aura en général, (art. 42),
r=e¢-+mp, s=0-+mgq,

m étant un nombre quelconque entier; donc mettant ces valeurs dans l'ex-
pression de @, elle deviendra

@ = Cpe —n(ps + q¢) + Bgo + mP;
de sorte que, comme P=1, on pourra rendre ¢ =0, en prenant
m = — Cpo + n(po + g¢) — Bygo.

Maintenant je remarque que la valeur de @*— PR se réduit, (aprés les
substitutions et les réductions), & celle-ci, (n*— CB)(ps — ¢r)*; de sorte que
comme ps—gqgr=1, on aura

@ —PR=n'— CB=A4;
donc faisant P=1 et @ =0, il viendra — B = A4, savoir R=—A4; ainsi
I'équation transformée ci-dessus se changera en celle-ci,

P — du'=1;

or, comme ¥, 2, p, ¢, r et s sont par I'hypothese des nombres entiers, il est
facile de voir que ¢ et w seront aussi des nombres entiers; car, en tirant
leurs valeurs des équations y = pf -+ ru et 2=¢qt -+ su, on a

=sy—rz’ ot u=qg{—pz’
ps—qr qr — ps
c'est-a-dire, & cause de ps —qgr=1,

l=s8sy—rs, u=pz—aqy.
Lronnarpr EurLerr Opera omnia 11 Algebra 71
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Il n'y aura donc qu'a résoudre en nombres entiers 1'équation
£ — Au=1,

et chaque valeur de ¢ et de » donnera de nouvelles valeurs de y et 2.
En effet, substituant dans les valeurs générales de r et s la valeur du
nombre m trouvée ci-dessus, on aura

r = ¢(1— Cp*) — Bpqo + np(po + qe),
— 6(1— Bg®) — Cpge + ng(po + ge),

ou bien, & cause de Cp®—2npqg + Bg*=1,

r=(Bq—np)(ge — po) = — Bq + np,
s=(Cp—ngq)(po—q¢)= COp —nq.

Donc mettant ces valeurs de r et s dans les expressions ci-dessus de y
et 7, on aura en général
y=pt— (Bqg—np)u,
z2=gqt+ (Cp—nq)u.

73. Tout se réduit donc & résoudre 1'équation
£ —Aut=1.

Or, 1°% si 4 est un nombre négatif, il est visible que cette équation ne
sauroit subsister en nombres entiers, qu'en faisant u=0 et =1, ce qui
donneroit y=p et 2=¢. D'ou l'on peut conclure que dans le cas ou 4
est un nombre négatif, 1'équation proposée, Cy’ —2nyz-+ B> =1, ne peut
jamais admettre qu'une seule solution en nombres entiers.

I1 en seroit de méme, si A4 étoit un nombre positif carré; car faisant
A4 =d’, on auroit (! 4 aw)(t —au)=1; donc t+au=-+41, et t —uuw—-41;
donc 2au =0; donc v =0, et par conséquent ¢ = 1.

2°. Mais si 4 est un nombre positif non carré, alors 'équation ##— 4u*=1
est toujours susceptible d'une infinité de solutions en nombres entiers, (art. 37),
qu'on peut trouver toutes par les formules données ci-dessus, (art. 71, n’ 2);
mais il suffira de trouver les plus petites valeurs de ¢ et #, et pour cela,

I

des que l'on sera parvenu, dans la série P, P", P, etc. & un terme égal &
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I'unité, il n'y aura qu'a calculer par les formules de l'art. 25 les termes cor-
respondans des deux séries p', p", p™, etc- et ¢, ¢", ¢, etc. ce seront les
valeurs cherchées de ¢ et w. D'olt l'on voit que le méme calcul qu'on aura
fait pour la résolution de l'équation +* — A& = M, servira aussi pour celle
de T'équation ## — Au®=1.

Au reste, tant que 4 ne passe pas 100, on a les plus petites valeurs
de t et w toutes calculées dans la table qui est & la fin du chapitre 7 du
traité précédent et dans laquelle les nombres a, m, » sont les mémes que
ceux que nous appelons ici 4, ¢ et w.

4. Désignons par #, ' les plus petites valeurs de ¢, » dans 1'équation
# — Aw’ =1; et de méme que ces valeurs peuvent servir & trouver de nou-
velles valeurs de y et z dans 1l'équation Cy* — 2nyz+ B2*=1, de méme
aussi elles pourront servir & trouver de nouvelles valeurs de ¢ et » dans
I'équation # — 4Au*=1, qui n'est qu'un cas particulier de celle-la. Pour
cela il n'y aura qu'a supposer C=1 et =0, ce qui donne — B =4, et
prendre ensuite ¢, # a la place de y, #, et ¢, «' & la place de p, ¢. Faisant
donc ces substitutions dans les expressions générales de y et z de lart. 72,
et mettant de plus T, V & la place de ¢, », on aura en général

t=T¢ 4+ AVd',
w= Tu' 4 Vt,
et pour la détermination de 7T et V l'équation T?°— AV?=1, qui est sem-
blable & la proposée.
Ainsi on pourra supposer T'=1{, et V=u', ce qui donnera
t=1t" 4 Au", u==u" -+ t'u.
Nommant donc #*, »™ les secondes valeurs de ¢ et #, on aura
tII —_ tI2 + Al&li’, uII —_ 2t1u1.

Maintenant il est clair qu'on peut prendre ces nouvelles valeurs ¢, »"
a la place des premieres #, »'; ainsi I'on aura
t = Tt" 4 AVu",
u = Tu"+ Vi,

77*
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ol I'on peut supposer de nouveau T'=1¢, V=1u', ce qui donnera
t =" Au'u”, w==u"+ u't"

Ainsi on aura de nouvelles valeurs de ¢ et u, lesquelles seront
7 — £ 4 Aute™ = £ (£ 4 8 Au"),

uIII — tI%II+ uItII =u1(3t12+ AuIZ),
et ainsi de suite.

75. La méthode précédente ne fait trouver que successivement les va-
leurs #7, ¢, etc. «", ™, etc. voyons maintenant comment on peut généraliser
cette recherche. On a d'abord

t=T84 AV, w=Tu" 4+ Vt,
d’'ou je tire cette combinaison,
t+uVd— (t‘ + u’VA) (Ti VVA);
donc supposant T'=1{¢ et V=, on aura
&4 VA= (4 VA

Qu'on mette b présent ces valeurs de # et »" & la place de celles de 7' et
', 'on aura
t+uV A=+ uIVA)g(Ti VYV 4),

ou faisant de nouveau 7T = ¢ et V=u', et nommant £,
tantes de ¢ et u, il viendra

tmi MIIIVA — (tI i MIVA)S.

les valeurs résul-

On trouvera de méme
£ —_-I-—_MWVA= (tt j—:uIVA)4,
et ainsi de suite.

Donc, si pour plus de simplicité on nomme maintenant T et V les pre-
mieres et plus petites valeurs de ¢, w, que nous avons nommées ci-dessus
t', w', on aura en général

t+uVA=(T+VVA)"
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m étant un nombre quelconque entier positif; d’ot l'on tire & cause de l'am-
biguité des signes
(T VYA + (T VYA
2
o (T VYA — (T TV,
24
Quoique ces expressions paroissent sous une forme irrationnelle, cepen-

dant il est aisé de voir qu'elles deviendront rationnelles, en développant les
puissances de T VVA; car on a, comme l'on sait,

(Ti VVA)m= Tmi 717;17"‘-~1 VVA + ”i”;_—i) Tm—s VzA

(m—1)(m—2)
=50

T3V34V A4, etc.
Donc
. Tm M(Wl_—_l_) m—2
t=T"4 — ATrm2yp?

m(m—1)(m—2)(m —
+ 2-3-4 =

44147, et

u=mIT" 'V m(m —21.)3(7" —2) 4 sy

m(m—1)(m—2)(m—3)(m—14) 157
+ 575°4% A*T™=5V54, ete.

ou l'on pourra prendre pour m des nombres quelconques entiers positifs.

Il est clair qu'en faisant successivement m =1, 2, 3, 4, etc. on aura
des valeurs de ¢ et w, qui iront en augmentant.

Or je vais prouver que l'on aura de cette maniere toutes les valeurs
possibles de ¢ et w, pourvu que T et V en soient les plus petites. Pour
cela il suffit de prouver qu’entre les valeurs de ¢ et » qui répondent & un
nombre quelconque m, et celles qui répondroient au nombre suivant m 41,
il est impossible qu'il se trouve des valeurs intermédiaires qui puissent satis-
faire & 1'équation £ — 4w’ =1.

> Prenons, par exemple, les valeurs £, «™, qui résultent de la supposition
de m =3, et les valeurs ¢, ", qui résultent de la supposition m =4, et
soient, s'il est possible, d'autres valeurs intermédiaires 6 et v, qui satisfassent
aussi & l'équation #— Au’*=1.
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Puisque T'on a ™'— Au™ =1, "' — 4Au"’=1 et 6’ — Av*=1, on aura
02 _ tIII2 — A(v2 — unu)’ et tIV! _ 02 — A(ulv2 - vs)’

d’olt T'on voit que si 6 > ™ et < ¢, on aura aussi v >wu" et <wu". De
plus on aura aussi ces autres valeurs de ¢ et u, savoir

t=0t" — dvu"”, u=0u" —vt",

qui satisferont & la méme équation ¢* — Aw’==1; car en les y substituant,
on auroit

(08 — Avu™) — A(f” — 0uP) = (6 — Av)(F — Au™) = 1,

équation identique, & cause de 6 — Av* =1, et " — Au"" =1, (hyp.). Or
ces deux dernieres équations donnent

1 1
0 —vVA=— ~ -, et "—u"VA=—————;
4 6+vV4 © wy uv YA
donc mettant, dans lexpression de u = fu’ — vf", & la place de
1 IV v 1
0, UVA+29:|‘—:V£’ et & la place de ¢ y U VA -+ ;W-T-;{,WVZ’ on aura

w v

U= —— — =
O+vVA B +uYA

de méme, si on considere la quantité #™u" —u™¢", elle pourra aussi, i cause
de ' — Au™* =1, se mettre sous la forme

uIV uIII

tTn +'“mV:4- _ £ + U,WVA )

Or, il est facile de voir que la quantité précédente doit étre plus petite
que celle-ci, & cause de 6 > " et v > «""; donc on aura une valeur de w,
qui sera moindre que la quantité Mu™ —«™¢"; mais cette quantité est
égale a4 V; car

g _ (T+VVA) + (@ —VV4) wi T+ VYA — (T~ VY 4)
2 b QVA 2

w_@+VVA (VY (T4 VY4 - (7T 4)
2 ’ QVA ’
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d’ou
gy pvgm (T —=VYAP(T + VVA— (T - VYA T+ VVAS
2y 4 ’

de plus
(T—VVA (T+VVA = (TP — AT =1,

puisque 7*— A V*=1, (hyp.); donc
(T—VVA' (T+VVA ' =T+ VVA,

et
(I—VVA T+ VVA)' =T—VV4;
de sorte que la valeur de #"u" — «™¢" se réduira & %}/Kf— =

11 s’ensuivroit donc de-la qu’on auroit une valeur de u < V, ce qui est
contre I'hypothese, puisque V est supposé la plus petite valeur possible de w.
Donc il ne sauroit y avoir des valeurs de ¢ et w intermédiaires entre celles-ci,
7 et o™, . Et comme ce raisonnement peut s'appliquer en général &
toutes valeurs de ¢ et » qui résulteroient des formules ci-dessus, en y fai-
sant m égal & un nombre entier quelconque, on en peut conclure que ces
formules renferment effectivement toutes les valeurs possibles de ¢ et .

Au veste, il est inutile de remarquer que les valeurs de ¢ et de u peu-
vent étre également positives ou négatives; car cela est visible par 1'équation
méme ##— Adu*=1.

De la maniere de trouver toutes les solutions possibles en nombres
Va4
entiers des Equations indéterminées du second degré & deux inconnues

76. Les méthodes que nous venons d'exposer suffisent pour la résolution
complette des équations de la forme Ay*+ B =2*; mais il peut arriver
qu'on ait & résoudre des équations du second degré d'une forme plus com-
posée; c'est pourquoi nous croyons devoir montrer comment il faudra s’y
prendre.

Soit proposée l'équation

ar’ +brs+cs® +dr-+es+f=0,

ou a, b, ¢, d, e, { solent des nombres entiers donnés, et ou r et s soient
deux inconnues qui doivent étre aussi des nombres entiers.
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Jaurai d'abord, par la résolution ordinaire,

2ar + bs 4 d = V((bs 4 d)* — da(cs* + es + ),
d'out Ton voit que la difficulté se réduit & faire en sorte que
(bs + d) —4a(es’ +es+ 1)
goit un carré.
Supposons pour plus de simplicité

¥ —dac= A,
bd —2ae =y,
& —4daf=h,

et il faudra que 4s* 4 2¢s -+ h soit un carré; supposons ce carré =y’ en
sorte que l'on ait 1'équation

AS* + 2g9s + h =9,
et tirant la valeur de s, on aura
As+g=V(dy + g — Ah);

de sorte qu'il ne s'agira plus que de rendre carrée la formule A4y*+ g°— 4bh.

Donc, si on fait encore
g — Ah = B,

on aura a rendre rationnel le radical
V(4y + B);

c'est & quoi on parviendra par les méthodes données.
Soit V(4dy*+ B)=w, en sorte que I'équation & résoudre soit

Ay + B =2,

l'on aura donc As 4 g = -+ x; d’ailleurs on a déja 2ar + bs + d = -4 y; ainsi
des qu'on aura trouvé les valeurs de z et y, on aura celles de r et s par
les deux équations

+z—yg

3=7 N r

_ty—d—bs
o 2q

Or, comme » et s doivent étre des nombres entiers, il est visible qu'il
faudra 1°. que x et y soient des nombres entiers aussi; 2°. que + 2 — g soit
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divisible par 4, et qu'ensuite 4 y—d —bs le soit par 2a. Ainsi, aprés
avoir trouvé toutes les valeurs possibles de x et y en nombres entiers, il
restera encore & trouver parmi ces valeurs celles qui pourront rendre r et s
des nombres entiers.

Si 4 est un nombre négatif ou un nombre positif carré, nous avons vu
que le nombre des solutions possibles en nombres entiers est toujours limité;
de sorte que dans ces cas il n'y aura qu'a essayer successivement pour x et
y les valeurs trouvées, et si lon n'en rencontre aucune qui donne pour r
et s des nombres entiers, on en conclura que I'équation proposée n'admet
point de solution de cette espece.

La difficulté ne tombe donc que sur le cas ot 4 est un nombre positif
non carré, cas dans lequel on a vu que le nombre des solutions possibles en
entiers peut étre infini; comme 'on auroit dans ce cas un nombre infini de
valeurs & essayer, on ne pourroit jamais bien juger de la résolubilité de
I'équation proposée, & moins d'avoir une regle qui réduise le tatonnement
entre certaines limites; c'est ce que nous allons rechercher.

71. Puisqu'on a, (art. 65),
x=ny — Bz,
et, (art. 72),
y=pt— (Bq—npu, et z2=gqgt+ (Cp—nq)u,

il est facile de voir que les expressions générales de » et s seront de cette

forme
’ a't+fru+
o

_ et put
r= )

Y
o B3, 7,90, d, F 5, 0" étant des nombres entiers connus, et f, u étant donnés
par les formules de I'art. 75, dans lesquelles l'exposant m peut étre un nombre
entier positif quelconque; ainsi la question se réduit & trouver quelle valeur
on doit donner & m, pour que les valeurs de r et s soient des nombres entiers.

78. Je remarque d'abord qu'il est toujours possible de trouver une valeur
de w qui soit divisible par un nombre quelconque donné ; car supposant
u = dw, 1'équation ##— Au*=1 deviendra #*— 4 w*=1, laquelle est tou-
jours résoluble en nombres entiers; et l'on trouvera les plus petites valeurs
de ¢t et w, en faisant le méme calcul qu'auparavant, mais en prenant 44 &

Leovnarpr Eutert Opera omnia I1 Algebra 78
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la place de 4; or, comme ces valeurs satisfont aussi & I'équation #*— Au*=1,
elles seront nécessairement renfermées dans les formules de T'art. 75. Ainsi
il y aura nécessairement une valeur de m qui rendra l'expression de w divi-
sible par A.

Qu'on dénote cette valeur de m par u, et je dis que si dans les expres-
sions générales de ¢ et u de l'article cité on fait m =24, la valeur de u
sera divisible par 4, et celle de ¢ étant divisée par 4 donnera 1 pour reste.

Car si on désigne par T" et V" les valeurs de ¢ et w, ot m = u, et par
T" et V™ celles ot m = 2u, on aura, (art. 75),

T+ V'VA=(T+VVAY, et T+ VVA=(T+VVA™,
done
(I" - VVAR =T+ V"VA,

c'est-a-dire en comparant la partie rationnelle du premier membre avec la
rationnelle du second, et lirrationnelle avec l'irrationnelle,

TV =T+ AV, et Vi=21"7",

donc, puisque V' est divisible par o, 7" le sera aussi, et 7™ laissera le
méme reste que laisseroit 77°; mais on a T — AV" =1, (hyp.), donec T —1
doit étre divisible par 4 et méme par 4% puisque V** l'est déja; donc T
et par conséquent aussi T™ étant divisé par o, laissera le reste 1.

Maintenant je dis que les valeurs de ¢ et w qui répondent & un exposant
quelconque m, étant divisées par 4, laisseront les mémes restes que les va-
leurs de ¢ et w, qui répondroient & l'exposant m + 2u. Car désignant ces
dernieres par 6 et v, on aura

tiuVA=(T_—t VVA)”" et 0j—_UVA=(Ti VVA)m+2y;
donc

6+ vVA=(t+uVA)(T+TVVAY,

mais nous venons de trouver ci-dessus

T+ V*VA = (T+ VVA,
donc on aura

6+ vVA=(t+uVA)(T" 4+ V"VA4),

d’ot l'on tire, en faisant la multiplication et comparant ensuite les parties
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rationnelles ensemble et les irrationnelles ensemble,
=tT"+ AuV", v=tV"4+ul"™

Or V" est divisible par o, et T" laisse le reste 1; donc 6 laissera le
méme reste que ¢, et v le méme reste que w.

Donc en général les restes des valeurs de ¢/ et » répondantes aux expo-
sans m -+ 2u, m -+ 4u, m+ 6u, etc. seront les mémes que ceux des valeurs
qui répondent & l'exposant quelconque m.

De-1a on peut donc conclure que si l'on veut avoir les restes provenans
de la division des termes ¢, ¢, &', etc. et o', u”, w'™, etc. qui répondent &
m=1,2, 3, etc. par le nombre , il suffira de trouver ces restes jusqu'aux
termes #* et «'* inclusivement; car, aprés ces termes, les mémes restes re-
viendront dans le méme ordre, et ainsi de suite & Dinfini.

Quant aux termes ##* et #’¢, auxquels on pourra s'arréter, ce seront
ceux dont I'un u** sera exactement divisible par ., et dont lautre £ lais-
sera l'unité pour reste; ainsi il n’y aura qu'd pousser les divisions jusqu'a
ce qu'on parvienne aux restes 1 et 0; alors on sera assuré que les termes
suivans redonneront toujours les mémes restes que l'on a déja trouvés.

On pourroit aussi trouver l'exposant 2u-@ priori; car il n'y auroit qu'a
faire le calcul indiqué dans l'art. 71, n° 2, premierement pour le nombre A4,
et, ensuite pour le nombre 4.4%; et si on nomme n le numéro du terme de
la série P', P", P™, etc. qui dans le premier cas sera =1, et ¢ le numéro
du terme qui sera =1 dans le second cas, on n'aura qu'a chercher le plus
petit multiple de = et de ¢, lequel étant divisé par =, donnera la valeur
cherchée de w.

Ainsi si T'on a, par exemple, 4 =6 et #/=3, on trouvera dans la table
de l'art. 41 pour le radical V6,

PP=1, Pl=—2, P'=1;

donc 7t = 2; ensuite on trouvera dans la méme table pour le radical

V(6-9)=V54,
P°=1, PI=_5’ Pn"——g, PIII=_2, PIV=9, PV=__5’ PVI=1;

donc ¢==6; or le plus petit multiple de 2 et 6 est 6, qui étant divisé
par 2 donne 3 pour quotient, de sorte qu'on aura ici u =23 et 2u = 6.
78*
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Done, pour avoir dans ce cas tous les restes de la division des termes
£, £, ete. et o, ", u™, etc. par 3, il suffira de chercher ceux des six
premiers termes de l'une et de l'autre série; car les termes suivans redon-
neront toujours les mémes restes, c'est-a-dire que les septiemes termes don-
neront les meémes restes que les premiers, les huitiemes les mémes restes

Y

que les seconds, et ainsi de suite & linfini.

Au reste, il peut arriver quelquefois que les termes # et «* aient les
mémes propriétés que les termes £ et w**, c'est-a-dire que w* soit divisible
par 4, et que ¢ laisse l'unité pour reste. Dans ces cas on pourra sarréter
2 ces mémes termes; car les restes des termes suivans #* #*2 etc. wt*?,
w*3, etc. seront les mémes que ceux des termes #, ", etc. «', »", etc. et ainsi
des autres.

En général nous désignerons par M la plus petite valeur de I'exposant m,
qui rendra {—1 et w divisibles par 4.

79. Supposons maintenant que l'on ait une expression quelconque com-
posée de ¢ et « et de nombres entiers donnés, de maniere qu'elle représente
toujours des nombres entiers, et qu'il s'agisse de trouver les valeurs qu'il
faudroit donner & l'exposant m, pour que cette expression devienne divisible
par un nombre quelconque donné , il n'y aura qu'a faire successivement
m=1, 2, 3, etc. jusqu'a M; et si aucune de ces suppositions ne rend l'ex-
pression proposée divisible par 4, on en conclura hardiment qu'elle ne peut
jamais le devenir, quelques valeurs qu'on donne & m.

Mais si 'on trouve de cette maniere une ou plusieurs valeurs de m qui
rendent la proposée divisible par 4, alors nommant ¥ chacune de ces valeurs,
toutes les valeurs possibles de m qui pourront faire le méme effet, seront
N, N+ M, N+2M, N+ 3M, etc. et en général N 4 A.M, A étant un nombre
entier quelconque.

De méme, si I'on avoit une autre expression composée de méme de ¢, u
et de nombres entiers donnés, laquelle dut étre en méme temps divisible par
un autre nombre quelconque donné 4', on chercheroit pareillement les va-
leurs convenables de M et de N, que nous désignerons ici par M* et N, et
toutes les valeurs de l'exposant m qui pourront satisfaire & la condition
proposée seront renfermées dans la formule N'+4 A'M’, 2' étant un nombre
quelconque entier. Ainsi il n'y aura plus qu'a chercher les valeurs qu'on doit
donner aux nombres entiers A et A', pour que l'on ait N+ AM = N"+ A My,
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Savoir
MA— M= N'— N,

équation résoluble par la méthode de T'art. 42.

Il est maintenant aisé de faire l'application de ce que nous venons de
dire au cas de lart. 77, ol les expressions proposées sont de la forme
at + Bu+y, o't + G'u+ y', et les diviseurs sont & et J"

Il faudra seulement se souvenir de prendre les nombres ¢ et u succes-
sivement en plus et en moins, pour avoir tous les cas possibles.

REMARQUEY)

80. Si D'équation proposée a résoudre en nombres entiers étoit de la

forme
ar’ + 2brs 4 ¢ =,

on y pourroit appliquer immédiatement la méthode de l'art. 65; car 1° il est
visible que r et s ne pourroient avoir un commun diviseur, & moins que le
nombre f ne fut en méme temps divisible par le carré de ce diviseur; de
sorte qu'on pourra toujours réduire la question au cas ou r et s seront pre-
miers entr'enx. 2°. On voit aussi que s et f ne pourroient avoir un commun
diviseur, & moins que ce diviseur n'en fat un aussi du nombre @, en suppo-
sant » premier & s; ainsi on pourra réduire encore la question au cas ol s
et f seront premiers entr'eux. (Voyez l'art. 64).

Or, s étant supposé premier & f et & r, on pourra faire r =mns—fz, et
il faudra, pour que 'équation soit résoluble en nombres entiers, qu'il y ait une
valeur de n positive ou négative pas plus grande que —2’:, laquelle rende la
quantité an® 4 2bn + ¢ divisible par f. Cette valeur étant mise & la place
de =, toute I'équation deviendra divisible par f, et se trcuvera réduite au cas

de celle de T'art. 66 et suiv.

Il est facile de voir que la méme méthode peut servir & réduire toute
équation de la forme

ar™ 4+ brls + crm=ist -+, etc. + ks" =,

a, b, ¢, etc. étant des nombres entiers donnés, et r et s deux indéterminées

1) Cette remarque ne se trouve pas dans les éditions ultérieures. H W.
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qui doivent étre aussi des nombres entiers, en une autre équation semblable,
mais dans laquelle le terme tout connu soit l'unité, et alors on y pourra
appliquer la méthode générale du § II. Voyez la remarque de l'art. 30.

EXEMPLE 1
81. Soit proposé de rendre rationmelle cette quantité,
V(80 4 625 — 75",

en ne prenant pour s que des nombres entiers.
On aura donc & résoudre cette équation

30 + 625 — 18" = ¢,
laquelle étant multipliée par 7, peut se mettre sous cette forme,
730 + (31 — (Ts — 31" = Ty%,
ou bien, en faisant 7s — 31 = et transposant,

ot = 1171 — Ty,
ou
@f 4 Ty? = 1171,

Cette équation est donc maintenant dans le cas de l'art. 64; de sorte
qu'on aura 4=—71T et B=1171; d’ou l'on voit d’abord que y et B doivent
étre premiers entr'eux, puisque ce dernier nombre ne renferme aucun fac-
teur carré.

On fera, suivant la méthode de P'art. 65,
x=mny — 1171z,

et il faudra, pour que l'équation soit résoluble, que l'on puisse trouver pour »
un nombre entier positif ou négatif non > g, c¢'est-a-dire non > 580, tel que
n*— 4 ou #»* 4+ 7 soit divisible par B ou par 1171

Je trouve » = -4- 321, ce qui donne »° 4 7 =1171 >< 88; ainsi je substitue
dans V'équation précédente -4 321y — 1171z & la place de x, moyennant quoi

elle se trouve toute divisible par 1171, et la division faite, elle devient

88y F 642yz + 117122 =1,
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Pour résoudre cette équation je vais faire usage de la seconde méthode
exposée dans l'art. 70, parce qu'elle est en effet plus simple et plus commode
que la premiere. Or, comme le coefficient de y* est plus petit que celui de 2°,
jaurai ici D= 1171, D'=88 et n = 4- 321; donc, retenant pour plus de sim-
plicité la lettre y & la place de 6, et mettant y* & la place de #, je ferai
le calcul suivant, ott je supposerai d'abord » — 321:

m = :§é~=4, n =321 —4.88 =-—31,
m= 2l — 5, wt=—31+43.11=2,
m’ = *f— =2, =2-—-2.1=0,
DII=§%~*?=11’ y = 4+

D" = % =17, y= 2+y"

111 1V

Puisque »™ =0 et par conséquent < PT et < DT, on s'arrétera ici et
on fera
Dm=M=1, DIV=L=7’ nm=0=N’ et ym=§, _?/w=1,u,

a cause que D™ est < D".

Maintenant je remarque que 4 étant = — 7, et par conséquent négatif,
il faut, pour la résolubilité de l'équation, que Yon ait M =1; c'est ce que
Pon vient de trouver; de sorte qu'on en peut conclure d’abord que la réso-
lution est possible. On supposera donc §=4"=0, w=9y"=-+41; et l'on
aura, par les formules ci-dessus,

y'=+1, yY'=F83=z, y=F124+1=7F11,
les signes ambigus étant & volonté. Donc

x =321y — 11712 =+ 18§,
et conséquemment
=£t3{=31¢18 13 49

S =~ ———— =

7 7 7’
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3,

Or, comme on exige que la valeur de s soit égale & un nombre entier, on
ne pourra prendre que s=71.
. 13 . .
Il est remarquable que l'autre valeur de s, savoir -, quoique fraction-
naire, donne néanmoins un nombre entier pour la valeur du radical

V(30 + 625 — TsY),

et le méme nombre 11 que donne la valeur s=7; de sorte que ces deux
valeurs de s seront les racines de l'équation 30 -+ 62s — 7s* = 121.

Nous avons supposé ci-dessus #=321; or on peut faire également
n = — 321; mais il est facile de voir d’avance que tout le changement qui
en résultera dans les formules précédentes, c'est que les valeurs de m, w',
m", et de #', »", changeront de signe, moyennant quoi les valeurs de ¥ et
de y deviendront aussi de différens signes, ce qui ne donnera aucun nouveau
résultat, puisque ces valeurs ont déja d’elles-mémes le signe ambigu .

Il en sera de méme dans tous les autres cas; de sorte qu'on pourra
toujours se dispenser de prendre successivement la valeur de » en plus et
en moins.

La valeur s =7 que nous venons de trouver, résulte de la valeur de
n=-321; on pourroit trouver d’autres valeurs de s, si on frouvoit d’autres
valeurs de # qui eussent la condition requise; mais comme le diviseur
B =1171 est un nombre premier, il ne sauroit y avoir d'autres valeurs de =
de la méme qualité, comme nous l'avons démontré ailleurs, (Mémoires
de Berlin pour l'année 1767, pag. 194'), d’ou il faut conclure que le nombre 7
est le seul qui puisse satisfaire & la question.

J'avoue au reste qu'on peut résoudre le probleme précédent avec plus
de facilité par le simple tatonnement; car dés qu'on est parvenu a 1'équation
' =117 — T4’ il n'y aura quh essayer pour y tous les nombres entiers

dont les carrés multipliés par 7 ne surpasseront pas 1171, c'est-a-dire tous

les nombres < ¥<l3.

Il en est de méme de toutes les équations ol 4 est un nombre négatif;
car dés qu'on est arrivé & 'équation 2*= B + 44’ ou, (en faisant 4—=—a),
= B—ay’ il est clair que les valeurs satisfaisantes de y, s'il y en a, ne

pourront se trouver que parmi les nombres < V—al—; Aussi n'ai-je donné des

1) Oeuvres de Lacraver, t. I, p. 377, H W.
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méthodes particulieres pour le cas de 4 négatif, que parce que ces méthodes
ont une liaison intime avec celles qui concernent le cas de A positif, et que
toutes ces méthodes étant ainsi rapprochées les unes des autres, peuvent se
préter un jour mutuel et acquérir un plus grand degré d’évidence.

EXEMPLE 11

82. Donnons maintenant quelques exemples pour le cas de 4 positif, et
soit propos€ de trowver tous les nombres entiers quon pourra prendre pour y, en
sorte que la quantité radicale,

V(13y* + 101),
devienne rationnelle.
On aura ici, (art. 64), 4 =13, B =101, et l'équation & résoudre en

entiers sera
©* — 13y =101,

dans laquelle, & cause que 101 n'est divisible par aucun carré, y sera néces-
sairement premier & 101.
On fera donc, (art. 65),
z =ny — 101z,

st il faudra que #*— 13 soit divisible par 101, en prenant n<1701 < bl.

Je trouve n =35, ce qui donne »#'=1225 et #*—13=1212=101-12; ainsi
om pourra prendre » — -+ 35, et substituant, au lieu de x, + 35y — 101z,
n aura une équation toute divisible par 101, qui, la division faite, sera

12¢* F T0yz + 10122 = 1.

Employons encore, pour résoudre cette équation, la méthode de 1'art. 70;
faisons D'=12, D=101, n= 4385, mais au lieu de la lettre & nous conser-
verons la lettre y, et nous changerons seulement z en %', comme dans
’exemple précédent.

Soit, 1°. # = 35, on fera le calcul suivant:

1—13

. 5_ r __a. L o__ - — 1 11
m=-o=38 #w=3—-312=—1, D'=- 1, y=3y—+vy,
I==-_——:—}==1, ﬂlx=——1—|—1=0, Dm=__'_:1li=13’ y1= ?/“—]L'?/m-

Leonaarpr Eucesr Opera omnia I1 Algebra 79
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Dn = , ) .
5 et < =5, on s arrétera ici et

Comme #"=0 et conséquemment <
T'on aura la transformée
Dm ynz —9 nu yil ym + Du yur | ,

ou bien
13?/112__ yIII2= 1’

laquelle étant réduite & cette forme
yIII2 _ 13y112= — 1’

sera susceptible de la méthode de l'art. 71, n° 2; et comme 4 =13 est < 100,
on pourra faire usage de la table de 1'art. 41.

Ainsi il n'y aura qu'a voir si dans la série supérieure des nombres qui
répondent & V13 il se trouve le nombre 1 dans une place paire; car il faut,
pour que l'équation précédente soit résoluble, que dans la série P° P,

P", ete. il se trouve un terme = —1; mais on a P°=1, — P'=4, P"=3, etc.
donc, etc. or, dans la série 1, 4, 3, 3, 4, 1, etc. on trouve justement 1 & la
sixieme place, en sorte que P'= —1; donc on aura une solution de l'équa-

tion proposée en prenant y™'=p' et y"=4q', les nombres p', ¢' étant cal-
culés d'aprés les formules de Yart. 25, en donnant & w, u', 4", etc. les valeurs
3,1, 1, 1, 1, 6, etc. qui forment la série inférieure des nombres répondans &
V13 dans la méme table.

On aura donc

PP =1 ¢ =0
p =3 g =1
pi=p +p =4 ¢ =1
pl=p"+p =1 Y=q'tq =

q
pIV=-pI[I+pII —_ 11 qIV___ qIIl’+ qII —
pv =pIV +plnz 18 q

Donc y'""=18 et y"=25; donc
Y=y +y"=23 et y=38y'+y =14

Nous avons supposé ci-dessus n=235, mais on peut aussi prendre » = — 35.
Soit. donc, 2°. » = — 35, on fera
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m——22__ 3 @—=—38543.12—1, 1)“=1:213=—1, §——3y + 4",

mi=- — ___.1, nII= 1__1 =0’ DIII= T’_l]'-‘-)’ —_ 13’ y1=_yll+yul;

ainsi on aura les mémes valeurs de D", D™ et »" qu'auparavant, de sorte
que la transformée en y™ et y™ sera aussi la méme.

On aura donc aussi y™=18 et y"=5; donc
y1=_yn+ym= 18, et y=_3y1+y11=__34.

Nous avons donc trouvé deux valeurs de y avec les valeurs correspon-
dantes de y' ou z; et ces valeurs résultent de la supposition de » = 4 35;
or, comme on ne peut trouver aucune autre valeur de » qui ait les conditions
requises, il s’ensuit que les valeurs précédentes seront les seules valeurs
primitives que l'on puisse avoir; mais on pourra ensuite en trouver une
infinité de dérivées par la méthode de l'art. 72.

Prenant donc ces valeurs de y et # pour p et ¢, on aura en général,
(art. cité),

y =14t — (101 -23 — 35 - Td)u = T4¢ 4 267w
#2=23t+(12-74 —35-23)u = 23¢{ 4+ 83w
ou
y=—34t— (101.13 — 35 - 34)u = — 34¢ — 123u

2= 13t 4 (—12-34 + 35 18)u — 13¢ + 4Tu

et il n'y aura plus qua tirer les valeurs de ¢ et u de 1'équation ## —134°=1;
or ces valeurs se trouvent déja toutes calculées dans la table qui est & la fin
du chapitre 7 du traité précédent; on aura donc sur le champ #=649 et
= 180; de sorte que prenant ces valeurs pour I' et V dans les formules
de l'art. 75, on aura en général

_ (649 +180)/13)" + (649 —180}/18)"
2
v (649 +1801/13)" — (649 — 180)/13)"

2)/13

ou I'on pourra donner a m telle valeur qu'on voudra, pourvu qu'on ne prenne
que des nombres entiers positifs.

4

79*
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Or, comme les valeurs de ¢ et w peuvent étre prises tant en plus qu'en
moins, les valeurs de y qui peuvent satisfaire & la question seront toutes
renfermées dans ces deux formules,

y = + T4t + 26Tu,
y = -+ 34t + 1234,

les signes ambigus étant & volonté.
Si on fait m=0, on aura t=1 et »«=0; donc

y=-+T74, ou =+ 34;

et cette derniere valeur sera la plus petite qui puisse résoudre le probleme.

Nous avons déja résolu ce méme probleme dans les Mémoires de Berlin
pour l'année 1768, p. 243'); mais comme nous y avons fait usage d'une
méthode un peu différente de la précédente, et qui revient au méme pour le
fond que la premiere méthode de I'art. 66 ci-dessus, nous avons cru devoir le
redonner ici, pour que la comparaison des résultats qui sont les mémes par
I'une et 'autre méthode, puisse leur servir de confirmation, §’il en est besoin.

EXEMPLE III

83. Soit proposé encore de trowver des nombres enbiers qui, étamt pris pour y,
rendent rationnelle la quantité

V(19¢° + 101).

On aura donc & résoudre en entiers 1'équation
2 — 199" = 101,
dans laquelle y sera premier & 101, puisque ce nombre ne renferme aucun
facteur carré.
Qu'on suppose donc
xr=mny — 1012,

et il faudra que #*— 79 soit divisible par 101, en prenant # < —1% < bl;

on trouve n =33, ce qui donne #*— 13 =1010 =101.10; ainsi on pourra
prendre n» — 4 33, et ces valeurs seront les seules qui aient la condition
requise.

1) Oeuvres de Lacrancg, t. II, p. 719. H W
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Substituant donc + 33y — 101z & la place de =, et divisant toute 1'équa-
tion par 101, on aura cette transformée

10y* + 6692z 4 10122 = 1.

On fera donc D'=10, D =101, n= 433, et prenant d’abord = en plus,
on opérera comme dans l'exemple précédent; on aura ainsi

533 133 _.8.10 — u_9—7 — 3y "
m—10—3, n=33—3-10=3, D'= o= 7, y=3y+y.
. n DT . .
Or, comme »'=3 est déja <% et <=, il ne sera pas nécessaire

d'aller plus loin; ainsi on aura la transformée
— Ty" —6y'y" + 10y =1,

laquelle étant multipliée par —7, pourra se mettre sous cette forme,
(Ty' + 3y — 9y =—1.

Puisque donc 7 est < V79, si cette équation est résoluble, il faudra que
le nombre 7 se trouve parmi les termes de la série supérieure des nombres
qui répondent & V79 dans la table de l'art. 41, et méme que ce nombre 7
y occupe une place paire, puisqu’il a le signe —. Mais la série dont il s'agit
ne renferme que les nombres 1, 15, 2, qui reviennent toujours; donc on doit
conclure sur le champ que la derniere équation n’est pas résoluble, et qu’ainsi
la proposée ne l'est pas, au moins d’'apres la valeur de » = 33.

Il ne reste donc qua essayer l'autre valeur » — — 33, laquelle donnera

__—33 T A0 u_ 9—79 ____ax o
M= o= 3, »n=—33+4+3-10 3, I)—~——10 =—1, y=—3y+y,

de sorte qu'on aura cette autre transformée,

— 1y + 6y'y" + 10y =1,
laquelle se réduit & la forme

(Ty' —3y") — 19y =T,

qui est semblable & la précédente. D’olt je conclus que l'équation proposée
n'admet absolument aucune solution en nombres entiers.
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REMARQUE

84. M. EuiLer, dans un excellent Mémoire imprimé dans le tome IX des
Nouveaux Commentaires de Pétersbourg’), trouve par induction cette
regle, pour juger de la résolubilité de toute équation de la forme

*— Ay*= B,

lorsque B est un nombre premier; c'est que l'équation doit étre possible
toutes les fois que B sera de la forme 4A4n 4 ), ou 44n 4 v — A; mais
I'exemple précédent met cette regle en défaut; car 101 est un nombre premier
de la forme 44n + " — A, en faisant 4 =179, n = —4 et r = 38; cependant
I'équation #* — 79¢® = 101 n'admet aucune solution en nombres entiers.

Si la regle précédente étoit vraie, il s’ensuivroit que si I'équation
' — Ay’ =B est possible lorsque B a une valeur quelconque b, elle le seroit
aussi en prenant B =44n + b, pourvu que B fat un nombre premier. On
pourroit limiter cette derniere regle, en exigeant que b fat aussi un nombre
premier; mais avec cette limitation meéme elle se trouveroit démentie par
Pexemple précédent; car on a 101 =44n b, en prenant 4 =179, % =-—2
et b=="T733; or 733 est un nombre premier de la forme #* — 79¢®, en faisant
x =38 et y =3; cependant 101 n'est pas de la méme forme 2* — T794°

1) Mémoire 279 (suivant V'Index d’ENEstrOM): De resolutione formularum quadraticarum
indeterminatarum per numeros integros, Novi comment. acad. sc. Petrop. 9 (1762/3), 1764,
p- 3—39; Lrzovaarpr Evierr Opera omnia, series I, vol. 2. H W



PARAGRAPHE VIII

REMARQUES SUR LES EQUATIONS DE LA FORME
P=A4¢+1

ET SUR LA MANIERE ORDINAIRE DE LES RESOUDRE
EN NOMBRES ENTIERS

85. La méthode du chapitre 7 du traité précédent, pour résoudre les
équations de cette espece, est la méme que celle qué M. WarLis donne dans
son Algebre, (chapitre XCVIII), et qu'il attribue & Milord BroUNkER; on la
trouve aussi dans I’Algebre de M. OzaNaMm, qui en fait honneur & M. pE FERMAT.
Quoi qu'il en soit de I'Inventeur de cette méthode, il est au moins certain
que M. pe FErRMAT est I'Auteur du probleme qui en fait I'objet; il I'avoit pro-
posé comme un défi & tous les Giéometres Anglois, ainsi qu'on le voit par
le Commercium epistolicum de M. WaALLIS; c'est ce qui donna occasion & Milord
Brounker d'inventer la méthode dont nous parlons; mais il ne paroit pas
que cet Auteur ait connu toute I'importance du probleme qu'il avoit résolu;
on ne trouve méme rien sur ce sujet dans les écrits qui nous sont restés
de M. FermAT, ni dans aucun des Ouvrages du siecle passé, ou l'on traite de
I'Analyse indéterminée. Il est bien naturel de croire que M. FErRMAT, qui
s'étoit principalement occupé de la théorie des nombres entiers, sur lesquels
il nous a d’'ailleurs laissé de trés-beaux théoremes, avoit été conduit au pro-
bleme dont il s'agit par les recherches qu'il avoit faites sur la résolution
générale des équations de la forme

2* = Ay* + B,

auxquelles se réduisent toutes les équations du second degré & deux inconnues;
cependant ce n'est qu'a M. EULER que nous devons la remarque que ce probleme
est mnécessaire pour trouver toutes les solutions possibles de ces sortes
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d’équations. (Voyez le chapitre 6 ci-dessus’), le tome VI des Anciens
Commentaires de Pétersbourg®), et le tome IX des Nouveaux.?)

La méthode que nous avons suivie pour démontrer cette proposition est
un peu différente de celle de M. EurLrr, mais aussi est-elle, si je ne me
trompe, plus directe et plus générale. Car d'un coté la méthode de M. Eurer
conduit naturellement & des expressions fractionnaires lorsqu'il s'agit de les
éviter, et de l'autre on ne voit pas clairement que les suppositions qu'on y fait
pour faire disparoitre les fractions, soient les seules qui puissent avoir lieu.
En effet nous avons fait voir ailleurs qu'il ne suffit pas toujours de trouver
une seule solution de l'équation 2®= Ay’ 4 B, pour pouvoir en déduire
toutes les autres, & l'aide de 1'équation p° = A¢*+ 1; et qu'il peut y avoir
souvent, au moins lorsque B n'’est pas un nombre premier, des valeurs de z
et ¥y qui ne sauroient étre renfermées dans les expressions générales de
M. Evrer. (Voyez 'art. 45 de mon Mémoire sur les problemes indéterminés, dans
les Mémoires de Berlin, année 1767.%)

Quant & la méthode de résoudre les équations de la forme
pP=A¢+1,

il nous semble que celle du chapitre 7, quelque ingénieuse qu'elle soit, est
encore assez imparfaite. Car, 1° elle ne fait pas voir que toute équation de
ce genre est toujours résoluble en nombres entiers, lorsque 4 est un nombre
positif non carré. 2°. Il n'est pas démontré qu'elle doive faire parvenir tou-
jours & la résolution cherchée. M. WaLLs a, & la vérité, prétendu prouver
la premiere de ces deux propositions; mais sa démonstration n’est, si j'ose
le dire, qu'une simple pétition de principe. (Voyez le chapitre XCIX de son
Algebre). Je crois donc étre le premier qui en ait donné une tout-a-fait rigou-
reuse; elle se trouve dans les Mélanges de Turin, tome IV®); mais elle est
trés-longue et trés-indirecte; celle de l'art. 37 ci-dessus®), est tirée des vrais
principes de la chose, et ne laisse, ce me semble, rien & désirer. Cette mé-

1) Voir p. 369. H W
2) Mémoire 29 (suivant 'Index d’Exestron): De solutione problematum DIoPHANTAEORUM per
numeros integros, Comment. acad. sc. Petrop. 6 (1732/3), 17388, p. 175—188; LroN4rDI

Euvirerr Opera ommia, series 1, vol. 2, H W.
3) Voir la note p. 630. H W
4) Oeuvres de Lacranes, t. I, p. 457. H W.
5) Oeuvres de Lacranes, t. 1, p. 671. H W,

6) Voir p. 562. H. W.
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thode nous met aussi en état d’apprécier celle du chapitre 7, et de reconnoitre
les inconvéniens ou l'on pourroit tomber, si on la suivoit sans aucune pré-
caution; c’est ce que nous allons discuter.

86. De ce que nous avons démontré dans le § II, il s’ensuit que les
valeurs de p et ¢ qui satisfont & 1'équation p*— 4¢*=1, ne peuvent é&tre
que les termes de quelqu'une des fractions principales déduites de la fraction
continue qui exprimeroit la valeur de V' A4; de sorte que supposant cette
fraction continue représentée ainsi,

on aura nécessairement

u® étant un terme quelconque de la série infinie u', u", etc. dont le quantieme ¢
ne peut se déterminer qu'a posteriori.

Il faut remarquer que dans cette fraction continue les nombres u, &', 1", ete.
doivent étre tous positifs, quoique nous ayons vu dans l'art. 3 qu'on peut
en général, dans les fractions continues, rendre les dénominateurs positifs ou
négatifs, suivant que l'on prend les valeurs approchées plus petites ou plus
grandes que les véritables; mais la méthode du probleme I, (art. 23 et suiv.)
exige absolument que les valeurs approchées u, u', u", etc. soient toutes prises
en défaut.

87. Maintenant, puisque la fraction % est égale & une fraction continue
dont les termes sont u, u', u", ete. w?, il est clair, par 'art. 4, que u sera le
quotient de p divisé par g, que p' sera celui de ¢ divisé par le reste, u" celui
de ce reste divisé par le second reste, et ainsi de suite; de sorte que nom-
mant 7, s, f, etc. les restes dont il s'agit, on aura, par la nature de la divi-
sion,

p=uq+r, g=p'r+s, r=u"s+t, etc

ou le dernier reste sera nécessairement — 0, et l'avant-dernier =1, & cause

Lronuarpr Euierr Opera omnia I1 Algebra 80
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que p et ¢ sont des nombres premiers entr'eux. Ainsi p sera la valeur
entiere approchée de %, p'ocelle de L, u™ celle de 4:—, etc. ces valeurs étant
toutes prises moindres que les véritables, & l'exception de la derniere u¢, qui
sera exactement égale & la fraction correspondante, & cause que le reste

suivant est supposé nul.
Or, comme les nombres u, u', u", etc. u? sont les mémes pour la frac-

tion continue qui exprime la valeur de —%, et pour celle qui exprime la

valeur de ¥4, on peut prendre, jusqu'au terme u¢, % =V, cest a-dire
p’— A¢=0.

Ainsi on cherchera d’abord la valeur approchée en défaut de JZ—, c'est-d-dire
de VA4, et ce sera la valeur de u; ensuite on substituera dans p®— Ag*= 0,
a la place de p sa valeur ug + r, ce qui donnera

(W' — A)g* + 2uqr + r* =0,

et on cherchera de nouveau la valeur approchée en défaut de %, c'est-a-dire
de la racine positive de 1'équation

(=4 (§) + 2 +1=0,

et Yon aura la valeur de u'.

On continuera & ‘substituer dans la transformée (u*— 4)¢*+ 2uqr+r'=0, &
la place de ¢, u'r + s; on aura une équation dont la racine sera ?r; on
prendra la valeur approchée en défaut de cette racine, et I'on aura la valeur-
de u". On substituera u"s 4t & la place de r, etc.

Supposons maintenant que ¢ soit, par exemple, le dernier reste, qui doit
étre nul, s sera l'avant-dernier, qui doit étre = 1; donc si la transformée en
s et ¢ de la formule p* — Ag® est

Ps* + Qst + Re,

il faudra qu'en y faisant { =0 et s =1, elle devienne =1, pour que 1’équation
proposée p* — Ag*=1 ait lieu; donc P devra &tre = 1. Ainsi il n'y aura
qua continuer les opérations et les transformations ci-dessus, jusqu'a ce que
l'on parvienne & une transformée ol le coefficient du premier terme soit
égal & l'unité; alors on fera dans cette formule la premiere des deux indéter-
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minées, comme 7, égale & 1, et la seconde, comme s, égale & zéro; et en
remontant on aura les valeurs convenables de p et gq.

On pourroit aussi opérer sur l'équation méme p* — 4¢°=1, en ayant
seulement soin de faire abstraction du terme tout connu 1, et par conséquent
aussi des autres termes tout connus qui peuvent résulter de celui-ci, dans la
détermination des valeurs approchdes u, u', u”, etc. de %, L, %, etc. dans ce
cas on essayera & chaque nouvelle transformation, si 1'équation transformée
peut subsister en y faisant I'une des deux indéterminées =1 et l'autre = 0;
quand on sera parvenu & une pareille transformée, 'opération sera achevée,
et il n’y aura plus qu'a revenir sur ses pas pour avoir les valeurs cherchées
de p et de gq.

Nous voila donc conduits & la méthode du chapitre 7. A examiner
cette méthode en elle-méme et indépendamment des principes d'out nous ve-
nons de la déduire, il doit paroitre assez indifférent de prendre les valeurs
approchées de u, u', u", etc. plus petites ou plus grandes que les véritables,
d’autant que, de quelque maniere qu'on prenne ces valeurs, celles de 7, s, ¢, etc.
doivent aller également en diminuant jusqu'a zéro, (art. 6).

Aussi M. WaLLs remarque-t-il expressément qu’'on peut employer & vo-
lonté les limites en plus ou en moins pour les nombres u, u', u", etc. et il pro-
pose méme ce moyen comme propre & abréger souvent le calcul; c'est aussi
ce que M. EurLgr fait observer dans l'art. 102 et suiv. du chapitre cité");
cependant je vais faire voir par un exemple, qu'en 8’y prenant de cette
maniere on peut risquer de ne jamais parvenir & la solution de I'équation
proposée.

Prenons 'exemple de I'art. 101 du méme chapitre ol il s’agit de résoudre
une équation de cette forme,

p’=06¢"+1 ou bien p°'—6¢"=1.

On aura donc p—=V(64°+ 1), et négligeant le terme constant 1, p =g V6;
donc

%=V6>2<3;

prenons la limite en moins et faisons p =2, et ensuite p = 2¢ + r; substi-

1) Voir p. 381. H W.
80*
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tuant donc cette valeur, on aura

—2¢ +4gr+r =1
donc
_ 2r+V(6r—2)
q - 9 ’

ou bien, en rejetant le terme constant — 2,

g— 2"4-;1/6, d'ot %=__._2+2V6 >2<3;

prenons de nouveau la limite en moins, et faisons ¢ =2r + s, la derniere

équation deviendra
r*—4drs—2s8=1,

ou l'on voit d’abord qu'on peut supposer s=0 et r=1; ainsi on aura
g=2, p=>.

Maintenant reprenons la premiere transformée — 2¢* + 4qr +1*=1, ol
nous avons vu que % >2 et <3, et au lien de prendre la limite en moins,
prenons-la en plus, c'est-a-dire, supposons g =37 + s, ou bien, puisque s doit
étre alors une quantité négative, ¢ = 3r — s, on aura la transformée suivante,

— 57+ 8rs—28%°=1,
laquelle donnera
_451+V(6s*—5),

r 5

donc, négligeant le terme constant 5,

r

5 s 5

=4s+31/6-, ot r __ 4+V6 S1<2

Prenons de nouveau la limite en plus, et faisons r =2s—¢, on aura

— 68"+ 12st — b2 = 1;
donc
6¢+V(682—6),
S=—%

donc, rejetant le terme — 6,

¢ 6t+t1/6’ of

s Ve ]
6 ~t——1—|—T>1<Z.
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Qu'on continue & prendre les limites en plus et qu'on fasse s=2¢{—u,

il viendra
— 58 4 12tu — 64’ = 1;
done

>1<2

f_ 6utV(6ut—5). 4. ¢t _ 646
5 ’ u 5

Faisons donc de méme {= 2% — x, on aura

— 2u® 4 8ux — ba’ = 1;
done, etc.

Continuant de cette maniere & prendre toujours les limites en plus, on
ne trouvera jamais de transformée ol le coefficient du premier terme soit
égal & l'unité, comme il le faut, pour qu'on puisse trouver une solution de
la proposée.

La méme chose arrivera nécessairement toutes les fois qu'on prendra la
premiere limite en moins, et les suivantes toutes en plus; je pourrois en
donner la raison & priori; mais comme le Lecteur peut la trouver aisément
par les principes de notre théorie, je ne m'y arréterai pas. Quant & présent
il me suffit d'avoir montré la nécessité de traiter ces sortes de problemes
d’une maniere plus rigoureuse et plus profonde qu'on ne I'avoit encore fait.



PARAGRAPHE IX

DE LA MANIERE DE TROUVER DES FONCTIONS ALGEBRIQUES
DE TOUS LES DEGRES QUI ETANT MULTIPLIEES ENSEMBLE
PRODUISENT TOUJOURS DES FONCTIONS SEMBLABLES

ADDITION POUR LES CHAPITRES 11 ET 12%)

88. Je crois avoir eu en méme temps que M. EvLer l'idée de faire servir
les facteurs irrationnels et méme imaginaires des formules du second degré,
& trouver les conditions qui rendent ces formules égales & des carrés ou &
des puissances quelconques; j'ai lu sur ce sujet & I'’Académie, en 1768, un
Mémoire qui n’a pas été imprimé, mais dont j'ai donné un précis & la fin
de mes Recherches sur les Problemes indéterminés, qui se trouvent dans le vo-
lume pour l'année 1767%), lequel a paru en 1769, avant méme la traduction
allemande de 1'4lgebre de M. EuLER.

J’ai fait voir dans ’endroit que je viens de citer, comment on peut étendre
la méme méthode & des formules de degrés plus élevés que le second; et j'ai
par ce moyen donné la solution de quelques équations dont il auroit peut-
étre été fort difficile de venir & bout par d'autres voies. Je vais maintenant
généraliser encore davantage cette méthode, qui me paroit mériter particu-
lierement l'attention des Géometres par sa nouveauté et par sa singularité.

89. Soient « et § les deux racines de l'équation du second degré

sf—as+b=0,
et considérons le produit de ces deux facteurs
(@ + ey)(@ + BY),

1) Voir p. 414 et 425. H W.

2) Ocuvres de Lacranck, t. II, p. 377 et 655. H W
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qui sera nécessairement réel; ce produit sera 2*-+ (« + B)zy 4+ aBy*; or on a
a+ B=a, et ¢f =0, par la nature de 1'équation s*— as+ b=0; donc on
aura cette formule du second degré

' + axy + by,

laquelle est composée des deux facteurs
z+oay et x4 By
Maintenant il est visible que si I'on a une formule semblable

wI?_I_awaI_l_byIZ,
et qu'on veuille les multiplier l'une par 1'autre, il suffira de multiplier en-
semble les deux facteurs z + ey, «' + ey', et les deux z -+ By, «* + B¢, en-
suite les deux produits l'un par l'autre. Or le produit de = 4 ey par 2" + ay'
est z2' + a(ry' + y2') 4 «’yy'; mais puisque « est une des racines de 1'équa-

tion s*—as-+4b=0, on aura ¢® —aa-+b=0; donc o= aa —b; donc, sub-
stituant cette valeur de o dans la formule précédente, elle deviendra

za' —byy' + e(@y + ya' + ayy');
de sorte qu'en faisant, pour plus de simplicité,
X=uz'—byy', Y=uy +y2'+ ayy,
le produit des deux facteurs z -+ ay, o'+ ay', sera
X+al,

et par conséquent, de la méme forme que chacun d'eux. On trouvera de
méme que le produit des deux autres facteurs, x + By et o' + By', sera

X+pY;
de sorte que le produit total sera (X 4 a«¥Y)(X 4 g7Y), savoir
X+ aXY+bY2
C'est le produit des deux formules. semblables,
2+ axy 4 by®, et 2+ ax'y' - by".

81 on vouloit avoir le produit de ces trois formules semblables

2t azy + by, @ adly by, 2" 4 aay" 4 by,
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il n'y auroit qu trouver celui de la formule X*+4 a XY 4 bY* par la der-
niere 2"+ ax"y" + by™, et il est visible, par les formules ci-dessus, qu'en

faisant
X = Xz"—p Yyn, YV — qu + Ya" + a qu,

le produit cherché seroit
X"+ aX'Y'+0Y".

On pourra trouver de méme le produit de quatre ou d'un plus grand
nombre de formules semblables & celle-ci, «*+ axy -+ by®, et ces produits
seront toujours aussi de la méme forme.

90. Si on fait ' =z et y' =y, on aura

X=2—by’, Y=2zy-+ ay’,
et par conséquent
(@*+axy + b0y = X4+ aXY + DY

Donc, si 'on veut trouver des valeurs rationnelles de X et Y, telles que

la formule
X4+ aXY+0Y?

devienne un carré, il n'y aura qu'a donner & X et & Y les valeurs précédentes,
et I'on aura pour la racine du carré la formule

2* + axy + by,
x et y étant deux indéterminées.
Si on fait de plus 2" =2"'—2 et y"=y' =y, on aura
X'=Xe—bYy, V'=Xy+ Yzr+aYy,
c'est-d-dire en substituant les valeurs précédentes de X et ¥,

X'=a* —3bsy*— aby®, Y =32 + Baxy*+ (a®— )y’
donc
(@*+ azy + by’ = X"+ aX' T 4+ bY"

Ainsi, si 'on proposoit de trouver des valeurs rationnelles de X' et Y7,

telles que la formule
X12+ aX'V" + by
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devint un cube, il n'y auroit qu'as donner & X' et ¥ les valeurs précédentes,
moyennant quoi on auroit un cube dont la racine seroit

@* + azy + by,

z et y étant deux indéterminées.

On pourroit résoudre d'une maniere semblable les questions ou il s'agi-
roit de produire des puissances quatriemes, cinquiemes, etc. mais on peut
aussi trouver immédiatement des formules générales pour une puissance quel-
conque m, sans passer par les puissances inférieures.

Soit donc proposé de trouver des valeurs rationnelles de X et ¥, telles
que la formule X+ aXY + bY? devienne une puissance m, c'est-d-dire qu'il
s'agisse de vésoudre l'équation

X4 aXY 4+ bV = 2",

Comme la quantité X* 4 a XY + 61 est formée du produit des deux facteurs
X+eaY et X4 8%, il faudra, pour que cette quantité devienne une puis-
sance du degré m, que chacun de ses deux facteurs devienne aussi une sem-
blable puissance.

Faisons donc d’abord
X+ aY=(x+ ay)";

et développant cette puissance par le théoreme de NEwToN, on aura

" 4 ma™- 1ya+ m(m ) y2a2—|- M(m_gl.)gm_2) m—3 3a3+, etc.

Or, puisque « est une des racines de l'équation s*—as 4+ b =0, on aura
aussi o — ae + b ==0; donc

o =aac—b, o =ae’—ba=(0"—b)a —ab,

= (@* — b)a’ — aba = (¢’ — 2ab)a — a*b + 17,

et ainsi de suite. Ainsi il n'y aura qu'a substituer ces valeurs dans la for-
mule précédente, et elle se trouvera par-la composée de deux parties, 1'une
toute rationnelle qu'on comparera & X, et l'autre toute multipliée par la ra-
cine &, qu'on comparera & a¥.

Leonaaror Eureer Opera omnia I1 Algebra 81
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Si on fait pour plus de simplicité

A =1 B* =0
A" =a B =b
AIII= aAlI _ bAI BIII= aBlI _bBI
A1V= aAIII_bAn BIV= aBIII_bBII
A" = ad"™ —bA™, etc. B' = aB""—bB", etc.
on aura
¢ =A' a— B'
of = A" o — B"

a‘;’. — AHI o — BIII

ot = A%V e — BY, ete.

Donc, substituant ces valeurs et comparant, on aura

X = 2" —ma"" 'y B'— m(m2— 1) a2y B — m(m "‘21.):5’” —2) 2"~ %y B™ — etc.

m(m — 1)(m — 2)
2.3

Y=ma"'yd" + —————m(m; ) gty AT+ x" P A™ 4, ete.
Or, comme la racine o nentre point dans les expressions de X et ¥, il

est clair qu'ayant *
X+ a¥Y = (x + ay)",

X+ BY = (z+ By)"

donc, multipliant ces deux équations l'une par l'autre, on aura

on aura aussi

X4 a XY 4 bY* = (2 + axy + by*)",
et par conséquent
Z =2+ axy + by’.

Ainsi le probleme est résolu.

Si a étoit =0, les formules précédentes deviendroient beaucoup plus
simples; car on auroit

A'=1, A"=0, A" = —b, A"=0, A"=01, A" =0, 4™ = —1 etc.

et de méme
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B' =0, B"=b, B"—=0, BY"— —b, B'=0, B" =10 etc.
donc
X —_ g — 1”(”7’2— 1) wm—2y2b
m(m — 1) (m — 2)(m — 3)

+ 2-3-4

amtyth? —, ete.

m(m — 1)(m — 2)
2-3 v
m(m — 1)(m — 2)(m — 8)(m — 4) .

+ S TI LS 2"~ SyPh —, ete.

Y =ma" 'y —

m—3y3b

et ces valeurs satisferont & 1'équation

X4+ bY = (2" 4 by*)™.

91. Passons maintenant aux formules de trois dimensions; pour cela
nous désignerons par «, 8, y les trois racines de I'équation du troisieme degré,

s$f—asf4+bs—c=0,
et nous considérerons ensuite le produit de ces trois facteurs,

(@0 + ay + @2)(o + By + BA@ + 1y +°3),

lequel sera nécessairement rationnel, comme on va le voir. La multiplication
faite, on aura le produit suivant,

B+ (e + B+ y)dy + (€ + B+ )22+ (@B + ey + By)zy’
+ (@B + &y + o+ By + Yo + P Rwyz + (3 + &y 4+ ) we’
+ aByy’ + (& By + Fay + o)’z + By + 9B + Fya)ys
+ u252y2z3;

or par la nature de I'équation on a

~

e+ fB+y=a, eftoy+py=>, afy=—=c;

de plus on trouvera

¢+ B+ =+ B+ ) — 2ap + ay + fy) = @ — 2,

B+ &y + ot Fy+yiatyB=(e+ B+ y)(ef+ ay 4 By)—3afy=ab—3c,
3+ o'y + Fy=(af + ay + Byf —2(a + B + y)afy = b — 2ac,
By + Fay + ylaf=(a+ B+ y)efy = ac,
oy + &y B+ Fyla=(af + ay + By)afy =be;

81*
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donc faisant ces substitutions, le produit dont il s'agit sera

2+ ax’y + (o — 202’z + bwy® + (ab — 3c)zyz + (B*— 2ac)xs’
+ ¢y’ + acy®s + beyd 4 225

Et cette formule aura la propriété, que si on multiplie ensemble autant de
semblables formules que l'on veut, le produit sera toujours aussi une for-
mule semblable.

En effet, supposons qu'on demande le produit de cette formule-la par
cette autre-ci,

2"+ axy + (6 — 20)2"* 7 + ba'y” + (ab — Bo)a'y' ' 4 (B — 2ac)x's"”
+ ¢y’ + acys + bey'd’ +

il est clair qu'il n'y aura qu'a chercher celui de ces six facteurs,

x4 eyt oz, v+ By 4+ e x4 yy+ e,
¥+ oy + 77, 24 Y+ B, T+ yy'+ e

qu'on multiplie d'abord z 4 ey + &*2 par z'+ ay'+ o*2, on aura ce produit
partiel

w2+ e(ry + ya') + (@ + 20’ + yy') + P ye + 2y') + 27
or, o étant une des racines de l'équation s*— as®+ bs—c=0, on aura
o> —ao?+ be —c=0, par conséquent o’ =ae’—be+ c;
donc
o' =00’ — b’ + ca = (a*— b)a’ — (ab — c)a + ac;
de sorte qu'en substituant ces valeurs, et faisant pour abréger
X =ux'+ c(yd + 2y") + acad,
Y=y + ya'— by + 2y") — (ab— )24,
Z =8 + 22+ yy' + a(yd + 2y') + (@ — b)27,

le produit dont il s'agit deviendra de cette forme
X+ aY 4 FZ,

c'est-d-dire de la méme forme que chacun des produisans. Or, comme la
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racine ¢ n'entre point dans les valeurs de X, ¥, Z, il est clair que ces quan-
tités seront les mémes en changeant e en § ou en y; donc, puisque I'on a déjh

(x+eay+a)(a' +ay+ ) =X+ Y+ ’Z,
on aura aussi, en changeant « en 3,

@+ By + B+ By’ + F) =X+ Y+ 2,
et en changeant « en ,

@+yy+ 796" + 7y + ) =X +y Y+ 72

donc, multipliant ces trois équations ensemble, on aura d'un coté le produit
des deux formules proposées, et de l'autre la formule

X+ aX' Y+ (0 —20) X*Z 40X Y+ (ab—3¢)XYZ + (b’ — 2a0) X Z*
+cP4acY?'Z 4 bcYZ2 4 223,
qui sera donc égale au produit demandé, et qui est, comme l'on voit, de la

méme forme que chacune des deux formules dont elle est composée.
Si on avoit une troisieme formule telle que celle-ci,

xus + ax[l2yll —I“ (az . 2b)wll2zll + beIyIIZ_‘_ (ab— 3c)wIIyIIzII + (b2_ 2ac)wIlZ112
+cyll3+ acyn2zll+ bcy11z112+ 0221[3,
et qu'on voulit avoir le produit de cette formule et des deux précédentes,
il est clair qu'il n'y auroit qu'a faire
X'= Xa" + ¢(Y2"+ Zy") + acZz",
Y'=Xy"+ Yo" —b(Y" + Zy")—(ab— ) Z3",
7' = X"+ Za"+ Yo' + a(Y" + Zy") + (o — b) Z4",
et 'on auroit pour le produit cherché
X"+ aX"Y' + (@ —20) X" Z"+ b X' Y + (ab — 3c) X" Y Z"+ (0’ — 2ac) X" Z"
+ Y+ acYCZ' "+ be Y ' Z 4 2 Z7.

92. Faisons maintenant z'=z, y'=1y, &= 2; nous aurons
X =120+ 2cyz + acs,
Y =2zy — 2byz — (ab — ¢)#*,
Z =2xz2+ ¥+ 2ay2 4 (&’ — b) 7,
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et ces valeurs satisferont & 1'équation

X4+ aXY+bXY+ Y+ (08— 20)X*Z + (ab— 30)XYZ + acY*Z
4+ (O —200)XZ° 4+ bcYZr + EZ°= V7,
en prenant
V=2*+ ax’y + bxy’ + cy’ + (& — 2b)2’ 24 (ab— Bc)zy 2+ acy’z
+ (' —2ac)xd® + bey s + 2%

done, si I'on avoit, par exemple, & résoudre une équation de cette forme,
X4 o XY 4+ bXY? 4 cYP=T7,

a, b, ¢ étant des quantités quelconques données, il n'y auroit qu'a rendre
Z =0, en faisant
222 + ¥° + 2ay2 + (* — 0) 8" =0,
d'ou Ton tire
Y+ 2ayz+(aP 1)

X =
22 ’

et substituant cette valeur de x dans les expressions précédentes de X, Y
et V, on aura des valeurs tres-générales de ces quantités, qui satisferont &
I'équation proposée.

Cette solution mérite d'étre bien remarquée & cause de sa généralité et
de la maniere dont nous y sommes parvenus, qui est peut-étre l'unique qui
puisse y conduire facilement.

On auroit de méme la résolution de 1'équation
X+ aX"Y'+ (*—20) X" Z"+ bX' Y+ (ab —3¢) X' Y'Z' + (b°— 2ac) X' Z"
+ Y+ acYZ 4+ beY'ZV + F 2V =V5,

en faisant dans les formules ci-dessus
xll=xl=x’ yll=y1=y’ zll=zl=z’
et prenant

V=2a'+ as’y + (¢’ — 2b)x* 24 bay* + (ab—3c)ryz 4 (V° — 2ac)zs’
+ ¢y’ + acy’z + beys + 2.

Et on pourroit résoudre aussi successivement les cas ou, au lieu de la troisieme
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puissance V*, on auroit V*, V% etc. mais nous allons traiter ces questions
d'une maniere tout-a-fait générale, comme nous I'avons fait dans l'art. 90 ci-
dessus.

93. Soit donc proposé de résoudre une équation de cette forme,

X4+ aXY+(@—20) X Z+4+bXY?+ (ab— 3¢) XY Z 4 (b*— 2a0) X Z?
)
+cY 4 acY' Z+bcYZ +FZ2P=T™

Puisque la quantité qui forme le premier membre de cette équation n'est
autre chose que le produit de ces trois facteurs,

(X4 a¥+ a2 Z)(X+ Y+ PZ)(X 4y ¥ + 4 Z),

il est clair que pour rendre cette quantité égale b une puissance du degré m,
il ne faudra que rendre chacun de ses facteurs en particulier égal 4 une
pareille puissance. Soit donc

X+ aV+ Z=(x+ ay + o’2)";

on commencera par développer la puissance m de x -+ ay + o’z par le théo-
reme de NEWwWTON, ce qui donnera

@+ ma™ "y + az) o+ (—*I—)x’"'“(y-i—az)“ag—l—m—(m*—ﬁl-)é—m Dyn- y +az) e’ +, etc.

ou bien, en formant les différentes puissances de y + az, et ordonnant ensuite
par rapport aux dimensions de «,

2"+ max" yo + (mcv"‘"‘z -+ m(m ) ‘2y”) o

+ (m(m — D™ *yz + m(m 21)?59" 2) "“5"y"‘)¢>c3 -}, ete.

Mais comme dans cette formule on ne voit pas aisément la loi des
termes, nous supposerons en général

(@ + ay + o*2)"= P+ P'a + P"od* + P"o’ 4 PV a' +, ete.

et T'on trouvera
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P — xm,
P my P
z b

P (m—1)yP*+ 2mz P

o 27 ’
P (m—2)yP"+(2m—1)2 P*

o 3z ¢
P (m—38)y P ;I—x(2m —2)z P . ete.

c'est ce qui se démontre facilement par le calcul différentiel.

Maintenant on aura, & cause que « est une des racines de 1'équation
$—as*+bs—c=0, on aura, dis-je, *—ae*+ba—c=0; d'ou

o= ac®—ba +c;
donc
ot =ad'— b’ + ca = (a®—b)e’ — (ab — c)a + ac,

o = (@’ — b)o® — (ab — ¢)o* + aca= (¢’ —2ab 4 ¢)o* — (a0 —b* — ac)a + (a* - b)c,

et ainsi de suite.
De sorte que si on fait pour plus de simplicité

4" =0
A" =1
AIH=U/

AY — g A" p A" +CAI
AV =aA[V~_bAIII+cAII
A" =ad" —bA" 4 cA"™, etc.

B' =1
B"=0
BM—_1}

Blv=aB1n__an +CBI
BV e aBIV —bBIH—I"C_Bu
B"=aB" —bB" 4 ¢B"™, etc.
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C' =0
C"=0
CM=c¢

CY — qC™ —pC" +CCI
cY =a01v_b0m+ cC™
C"=aC" —bC" + cC™, etc.

on aura
a =A'a>* —B'a + ('

a2 —_ AIIaQ . BlIa + CII
a3 _— AIIIa2 _ BIlIa + OHI
' =A"c® — B a 4 CV, ete.

Substituant donc ces valeurs dans l'expression de

(* + ey + *4)",

elle se trouvera composée de trois parties, I'une toute rationnelle, I'autre toute
multipliée par @, et la troisieme toute multipliée par ¢f; ainsi il n'y aura
qu'a comparer la premiere 4 X, la seconde & « ¥, et la troisieme & o’'Z, et
I'on aura par ce moyen

X=P+4 P'C'+ PUC"+ P"C™ 4 PVCY +, etc.
Y=__PIB!_ PIIBII__ PIIIBIII___ PIVBIV -, etc.
Z — PIAI+ PIIAII+ PIIIAIII+ PIVAIV "I", etc.

Ces valeurs satisferont donc & I'équation
X+ aY+ #Z=(x+ ay + &*2)";

et comme la racine « n'entre point en particulier dans les expressions de X,
Y et Z, il est clair qu'on pourra changer « en §, ou en y; de sorte qu'on
aura également

X+BY+ fFZ=(w+ By + Fa,
X+ yY+yZ=@+ yy+ o)™

Lronmarpr Eurert Opera omnia I Algebra 32

et
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Or, multipliant ensemble ces trois équations, il est visible que le premier
membre sera le méme que celui de l'équation proposée, et que le second
sera égal & une puissance m, dont la racine étant nommée V, on aura

Ve=1u’+ a2’y + (¢’ — 20)x’2 + by’ + (ab — 3c)xyz + (VP — 2ac)z 7
+ ¢y’ +acy’z + beys + 2.

Ainsi on aura les valeurs demandées de X, Y, Z et V, lesquelles ren-
fermeront trois indéterminées x, y, 2.

94. Si on vouloit trouver des formules de quatre dimensions qui eussent
les mémes propriétés que celles que nous venons d'examiner, il faudroit con-
sidérer le produit de quatre facteurs de cette forme,

x4+ ay+otz-+att
&+ By + B2 4 3%
v+yy+yatyt
x4 dy -+ 9%z -+ 5%,

en supposant que ¢, 3, y, d fussent les racines d'une équation du quatrieme
degré, telle que celle-ci,

st—as® 4+ bs* —csd=0;
on aura ainsi
a+ﬂ+7+a\=a,
e+ oy +ad 4 By + B0+ yd=0b,
afy + afd + ayd + Byd =c,
afyd =d,

moyennant quoi on pourra déterminer tous les coefficiens des différens termes
du produit dont il s’agit, sans connoitre les racines «, 3, y, J en particulier.
Mais comme il faudra faire pour cela différentes réductions qui peuvent ne
pas se présenter facilement, on pourra s'y prendre, si on le juge plus com-
mode, de la maniere que voici.

Qu'on suppose en général

x + sy + s’z + s’t = p;
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et comme s est déterminé par l'équation
s—usf b8 —cs+d=0,

qu'on chasse s de ces deux équations par les regles connues, et I'équation
résultante de l'évanouissement de s étant ordonnée par rapport & 'inconnue o,
montera au quatrieme degré; de sorte qu'elle pourra se mettre sous cette

forme,
¢'— N¢*+ Po*— Qo + R=0.

Or cette équation en ¢ ne monte au quatrieme degré que parce que s
peut avoir les quatre valeurs ¢, 3, ¥, J et qu’ainsi ¢ peut avoir aussi ces
quatre valeurs correspondantes,

x4+ ay+ 2z 4ot
x+ Py + B2+ 5%
T+yy+yia+yit
x4+ 0y + 0%z + 0°%¢,

lesquelles ne sont autre chose que les facteurs dont il s'agit d’avoir le produit.
Donc, puisque le dernier terme R doit étre le produit de toutes les quatre
racines, ou valeurs de ¢, il s'ensuit que cette quantité R sera le produit
demandé.

Mais en voila assez sur ce sujet, que nous pourrons peut-étre reprendre
dans une autre occasion.

Je terminerai ici ces Additions, que les bornes que je me suis prescrites
ne me permettent pas d'étendre plus loin; peut-étre méme les trouvera-t-on
déja trop longues; mais les objets que j'y ai traités étant d'un genre assez
nouveau et peu connu, j'ai cru devoir entrer dans plusieurs détails néces-
saires pour se mettre bien au fait des méthodes que j'ai exposées, et de
leurs différens usages.

FIN.
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